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Rozgrzewka

rozgrzewka: jak policzyé réznice kwadratéw dwéch liczb ?
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Rozgrzewka

rozgrzewka: jak policzy¢ réznice kwadratéw dwéch liczb ?

mozna wprost

#include <stdio.h>
int main(){
double a,b;
scanf ("%1f%1f",&a,&b) ;
printf (41f\n",a*a-b*b);
}
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Rozgrzewka

rozgrzewka: jak policzy¢ réznice kwadratéw dwoch liczb 7

mozna wprost
#include <stdio.h>
int main(){
double a,b;
scanf ("%1f%1f",&a,&b) ;
printf (41f\n",a*a-b*b);

}
mozna tez inaczej

#include <stdio.h>
int main(){
double a,b;
scanf ("%1£f%41f" ,&a,&b) ;
printf (%1f\n", (a-b)*(a+b);
+
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Rozgrzewka

dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(a—b)
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Rozgrzewka

dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@a—=b)(1+e€1): (a+b)(1+e2)
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Rozgrzewka

dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@=b)(1+e)-(a+d)(1+e)(l+e3)

4/183



Rozgrzewka

dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(a=B)(L+ ) (a+b)(1+e)(1+e5) =
~ (a® — b*)(1 + €1 + €2 + €3)
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Rozgrzewka
dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@—b)(1+e1) (a+b)(1+e)(l+es)
~ (a2 — 62)(1 +e1+ €+ €3)

axa-bxb

((a-a)
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Rozgrzewka
dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@—b)(1+e1) (a+b)(1+e)(l+es)
~ (a2 — 62)(1 +e1+ €+ €3)

axa-bxb

((a-a)(1+€)—(b-d)
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Rozgrzewka
dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@—b)(1+e1) (a+b)(1+e)(l+es)
~ (a2 — 62)(1 +e1+ €+ €3)

axa-bxb

((a-a)(1+€)—(b-b)(1+e€))
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Rozgrzewka
dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@—b)(1+e1) (a+b)(1+e)(l+es)
~ (a2 — 62)(1 +e1+ €+ €3)

axa-bxb

((a-a)(1+e)—(b-b)(1+e))(1+e3)
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Rozgrzewka
dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@—b)(1+e1) (a+b)(1+e)(l+es)
~ (a2 — 62)(1 +e1+ €+ €3)

axa-bxb

((a-a)l+e)—(0-0)(1+e))(l+e)=
= [(a® = 8?) + a’er — BPes] (1 + €5)
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Rozgrzewka
dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@—b)(1+e1) (a+b)(1+e)(l+es)
~ (a2 — 62)(1 +e1+ €+ €3)

axa-bxb

((a-a)l+e)—(0-0)(1+e))(l+e)=
= [(a* = 8?) + a’er — VPes| (1 + &) =

a’e; — bley

= (a® = b?)) (1 + M) (1+e3)
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Rozgrzewka
dlaczego az taka réznica ?

@ policzmy jak propaguja sie btedy zaokraglen

(a-b)*(a+b)

(@—b)(1+e1) (a+b)(1+e)(l+es)
~ (a2 — 62)(1 +e1+ €+ €3)

axa-bxb

((a-a)l+e)—(0-0)(1+e))(l+e)=
= [(a* = 8?) + a’er — VPes| (1 + &) =

a?e; — be
= (a2 = b?)) 1+;7b22 (1+e3) ~
a —_—
a261 — b2€2
Z(az—bQ) (1+Ll2—b2+63
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Reprezentacja dyskretna zmiennej ciagtej

Reprezentacja dyskretna zmiennej ciggte]

ciagta zmienna x okreslona w obszarze X

X = [X1, Xo]
X1 <z < Xo

zastepujemy siatkg punktéw, dzielagc X na J — 1 elementéw Ax;.

Axy Axy Axy Axg \x.,

i definiujemy wektor {z;}

j—1
Z; :XlJrZA[EV (1)
v=1
definiujac ciggla zmienng x jedynie w wezfach siatki j
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Reprezentacja dyskretna zmiennej ciagtej

Reprezentacja dyskretna zmiennej ciggte]

funkcje ciagta f(z) przyblizamy wektorem {f;} na siatce punktéw {z;}

fi = f(z;) (2)

funkcje f mozemy przyblizy¢ za pomoca reprezentacji { f;} w dowolnym
punkcie z; < = < Tj41

@) =efjri+ 1 —-e)fj (3)
gdzie
r — Ty
S Ea-o @

w pierwszym rzedzie interpolacji.
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Reprezentacja dyskretna zmiennej ciagtej
Uwagi:

@ aproksymacja f* opisuje jedynie , dtugofalowe” wtasnosci funkcji f

@ im wiecej punktéw siatki tym lepsza ta aproksymacja
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Reprezentacja dyskretna zmiennej ciagtej
Analiza Fourierowska

llosciowo pojecie ,dobroci” aproksymacji okresla sie stosujac technike
analizy fourierowskiej
ciagfa funkcje f(z) mozna roztozyé na szereg Fouriera

flo)y=Y" gee™/X (5)
k=—0c0
gdzie
~ 1 —i2rkx/X
o= 5 [ H@)e X d (6)
X

gr. to tzw. amplituda modu Fouriera o dtugosci fali X/k
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Reprezentacja dyskretna zmiennej ciagtej
Analiza Fourierowska

dla reprezentacji dyskretnej

J
fj _ Z gkez27rkj/J (7)

k=1
gdzie amplitudy sktadowych

J
. 1 P
Gp = j Z fje i2rky/J (8)
j=1
bo mody Fouriera tworza uktad ortogonalny
J
ei2mki/ T o o271 _ g5, (9)
j=1
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Reprezentacja dyskretna zmiennej ciagtej
Uwagi:

@ reprezentacja {f;} opisuje jedynie skoficzony zbiér dtugosci fal
@ istnieje graniczna dtugo$¢ fali (A) ponizej ktérej zadne efekty nie daja
sig opisac

@ reprezentacja {f;} stanowi ,dtugofalowe” przyblizenie funkcji f(z)
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Pochodne réznicowe w przestrzeni

Pochodne réznicowe w przestrzeni

Pochodna df /dx informuje o zmiennosci funkcji w punkcie, pochodna
ré$nicowa musi wiec wigzaé ze sobg sasiednie wezty siatki.
Niech aproksymacja pierwszej pochodnej w wezle j siatki bedzie

Ay =Tt (10)

oczacujemy jakos¢ tej aproksymacji.
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Pochodne réznicowe w przestrzeni

Pochodna réznicowa pierwszego rzedu

Dla modu fourierowskiego

u = ge'k? (11)
pochodna ma postaé
d .
d—u = ikge™™ = iku (12)
x
za$ pochodna réznicowa
geik:ijrl _ geik:xj,l
Alu = A (13)

alezjyi=z;+Aizj_1 =1x; — A wiec
oo 9 (k) _ k(=) _ 9 ks L (kA —ikA
Alu A (e i e\ ) A (e e ) (14)

a zatem

Alu= % sin kA (15)
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Pochodne réznicowe w przestrzeni

Pochodna réznicowa pierwszego rzedu

dla matych kA jest to dobre przyblizenie, poniewaz

jesli rozwiniemy ten wynik dla matych kA

; 3 2 /A2
Aly =22 (kA — (kﬁ) - O(k5A5)> = iuk (1 A 6A - O(k4A4)>

(17)
i ostatecznie

2A2
A = (1 _k - +O(k4A4)> % (18)

@ operator réznicowy dziata z doktadnoscia do wyrazéw drugiego rzedu
wzgledem kA
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Pochodne réznicowe w przestrzeni

Pochodna réznicowa drugiego rzedu

Dla drugiej pochodnej prosta aproksymacja moze by¢

Al = fiv1 —2f; + fi1 (19)

AZ
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Pochodne réznicowe w przestrzeni

Pochodna réznicowa drugiego rzedu

i analogicznie dla modu Fouriera ge®*®

d2u d2 ikx ikx
@ = @ (ge k ) = —gk;Qe k = —k2u (20)

i dla operatora réznicowego drugiego rzedu

Afu = 05 (HE+) — gefkes 1 oihai=)) (21)

2getkTi 11 1, 2
Ny — 242 (Zelm + §e_ZkA — 1) = A—Z(cos kA —1) (22)
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Pochodne réznicowe w przestrzeni

Pochodna réznicowa drugiego stopnia

i rozwijajac dla matych kA

2u E2AZ kA .
Aly="=(1- 2" -1 6 A6 2
RN ( 5 + 51 +O(k )) (23)
272
Ay = —Ku (1 A 1? + 0(k4A4)) (24)
i ostatecznie
k2 A2 d?
" __ . 4 A4

AL = <1 2 + O(k*A )) ) (25)

@ operator drugich réznic jest doktadny do drugiego rzedu wzgledem kA
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Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego

Ogolne sformutowanie zagadnienia poczatkowego

Z zagadnieniem poczatkowym mamy do czynienia tam, gdzie
@ uktad jest okreslony przez wektor stanu u(r,t) w obszarze przestrzeni
R = R(r)

@ znamy warunki poczatkowe u = u°

w chwili £ =0
@ u jest okreslone na powierzchni S w R dla wszystkich czaséw ¢

Stan uktadu dla wszystkich czaséw t mozemy otrzymaé w postaci
rozwigzania zagadnienia poczatkowego

du
-~ _ 26
o = Lu (26)
gdzie L jest nieliniowym operatorem
@ algebraicznym — dla réwnan rézniczkowych zwyczajnych

@ przestrzennym — dla réwnan rézniczkowych czastkowych

17/183



Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego
Przyktady:

jednowymiarowy oscylator harmoniczny

d*z k
= 27

dt? m’ (27)
mozemy zapisa¢ jako uktad réwnan pierwszego rzedu

dx

=2 = 2

= v (28)

dv k

_— = = 2

. x (29)
W naszej notacji zapiszemy to tak

u(t) = (x,v) (30)

oraz

L:(_Ok (1]) (31)

warunek brzegowy (poczatkowy) domyka problem
u(t =0) = (2o, o) (32)
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Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego
Przyktady:

przewodnictwo ciepta w jednowymiarowym precie

9k =0 (33)
i po ,naszemu”
u(z,t) =T (34)
oraz 5 8
L= 9252 (35)

u(lz=xp,t) = TL(t) (36)
u(r = zg,t) = Tr(t) (37)
u(z,t=0) = To(x) (38)



Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego
Ogolne sformutowanie zagadnienia poczatkowego

Wréémy do ogdlnego zagadnienia

du

Catkujemy je krok po kroku w czasie (na siatce czasowej)

n=0 n=1 n=2 n t
=0 An Atz I ) :Mnt‘n
n
=0 A, (40)
v=0
catkujac wigzemy wartosci wektora u w kolejnych krokach czasowych
tn+1
u"t =y 4 / Ludt’ (41)
tn
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Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego

Ogolne sformutowanie zagadnienia poczatkowego

wyrazenie pod catka z prawej strony mozemy rozwingé

tn 7"

et p—1 dr tlr
=y Lu)| —+O(@t"®) s dt’ 42
’ u+/{z[dtr<u>} +o( )} (42)
i scatkowal wyraz po wyrazie

n — " +Z

ograniczmy sie do wyrazéw drugiego rzedu

trl

_1 ] B L oqanrtty (@)

d
u" = u" + Lu" At + {dt(Lu)} 2

pozostaje obliczy¢ pochodna po prawej stronie
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Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego

Ogolne sformutowanie zagadnienia poczatkowego

w™ = o + Lun(1 — e)At + Lu™tleAt (45)
1
2

ogdlnie 0 < £ < 1 a dokfadnos$¢ drugiego rzedu utrzymujemy gdy € =
dla e = 0 méwimy o metodzie jawnej

u" ™t = (I + AtL)u" (46)

oraz dla € # 0 o metodzie niejawnej

(I —eAtL)u™™ = (I + (1 —e)AtL)u™ (47)
i w koncu
w1 = (I —eAtL) (I + (1 — &) AtL)u" (48)
lub
"t = T(At, A)u™ (49)
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Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego

Wymagania stawiane réznicowemu rozwigzaniu

zagadnienia poczatkowego

Zgodnos¢ aproksymacji réznicowe;j

1 lim ——————— =
A?lfr—r>10 Alino At L (50)

przy zachowanym skoriczonym At/A

Doktadnos¢ aproksymacji réznicowej

— bfad obciecia
— btad reprezentacji (zaokraglenia)

Efektywnos¢ schematu réznicowego

23/183



Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego
Stabilnos¢ schematu réznicowego

w najprostszym przypadku gdy w jest wielkoscig skalarng, btad na kroku n
niech wynosi €, w kolejnym kroku

el = ge™ (51)
warunek stabilnoéci wymaga, zeby |e" 1] < |€"| czyli

lgl <1 (52)

Uwaga:

w niektérych sytuacjach (rozwigzania szybko rosnace) mozna dopusci¢
ztamania tego warunku
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Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego
Stabilnos¢ schematu réznicowego

Dla uktadu N réwnan rézniczkowych nalezy zdefiniowaé wektor btedu €™ i

macierz wzmocnienia G
gt = e (53)

zwigzang z operatorem catkowym T'(At, A)

" T = T 4 ) (54)

gdy T jest operatorem liniowym to 7' = G
ogodlnie (dla matych btedéw) mozemy zlinearyzowaé

TP + ) = Tu™ + {;u(Tu)}n en (55)

odejmujac rozwiazanie ,dokfadne” w1 = Tu"
0

&l = {au(Tu)}n €" (56)
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Ogédlne sformutowanie zagadnienia poczatkowego
Stabilnos¢ schematu réznicowego

i macierz wzmocnienia "
ou™
G = —L (57)
uv
ou

warunek stabilnosci sprowadza sie do zadania

et < el (58)

czyli aby wartosci wtasne macierzy wzmocnienia |g,| < 1
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne
du
— + f(u,t) =0 (59)

gdzie u = u(t), oraz warunki poczatkowe
u(t®) = u’ (60)

réwnanie to mozna scatkowac na siatce czasowej

tn+1
ut = / Flu,t) dt (61)
tn

w przedziale czasu At = ¢"t1 — ¢
rézne metody (schematy catkowania) réznie obliczaja ta catke
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metoda Eulera pierwszego rzedu

metoda jawna, pierwszego rzedu, prosta i efektywna

w"t =y — f(um, M)At (62)
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat Eulera

réwnanie rozpadu

dm m

dt T

schemat catkowania

n
m
m" = m” — At
T

warunek poczatkowy

mozmg
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat Eulera

réwnanie oscylatora

dx

=

dt

dv 9

— = —wr

dt
"t = 2" 4o At
o = " — WAL

przyktadowy warunek poczatkowy

=1, =0
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

co ze stabilnoscia

zaktadamy, ze u™ jest obarczone btedem " i liczymy bfad u™*!
un-i—l + €n+1 =y e — f((un + En),tn)At (63)

dla matego €™ rozwijamy funkcje f wokét u'™

af

fu" +e",t") = f(u™,t") + 5 "+ O(e") (64)
stad
of
ntl _ n __ ~J At e n
5 € 2. e” 4+ 0(e") (65)
i wspotczynnik wzmocnienia dla schematu Eulera
of
=1-— —=| At
g 9ul, (66)

i pamietamy warunek stabilnosci |g| < 1
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Przypadek |: réwnanie typu rozpadu — 9f/0u > 0

—0 (67)

du u
dt T
gdzie 7 > 0 i warunek poczatkowy u(0) = 1
rozwigzanie analityczne znamy

u=eY" (68)

poniewaz df/0u = 1/7 to warunek stabilnosci

9] = ’1_ gim‘ <1 (69)
At < 27 (70)
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Przypadek |: réwnanie typu rozpadu — 9f/0u > 0

wyniki dla réznych At

u A y
; At>2.0
/ niestabilne
/
/
At=0.1 !
7 x ; !
rozwiazanie
dokfadne At=2,0
/ .~ stabilne
~ neutralnie
/ f
f
/
Sf
/
/
\ i
\ /
N ‘;'
Yo
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Przypadek Il: réwnanie typu oscylatora (0f/0u jest

urojone)

réwnanie )
d°x
W ar U.)QI' =0 (71)
mozna rozpisaé
d
d—f —wv = 0 (72)
d
d%f] +wzr = 0 (73)
lub oznaczajac u = = + v
d
= iwu=0 (74)
wspotczynnik wzmocnienia g = 1 — wwAt i warunek stabilnosci
of|?
2 2
=1+ |=| (At)* <1 75
ol =1+ 50| (@9 (75)

dla kaideﬁo At NIE JEST sEe’mion‘!



Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Uwaga:

zwykle (gdy 0f/0u zalezy od u) krok At dobiera sie na kazdym kroku,
zeby spetni¢ warunek stabilnosci.
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metoda skokowa

metoda ,centruje” w czasie catkowanie, uzyskujac doktadnosé drugiego
rzedu

S

Paat 1 tmz‘ t

u™tt = T — () 2At (76)
" = " — fu™T T 2A8 (77)
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metoda skokowa

ale
— potrzebne s3 warunki poczatkowe u’ = u(0) oraz u! = u(At)

— problemy w przypadkach nieliniowych (ze zmiennym krokiem
catkowania)
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metoda skokowa

stabilno$¢ liczymy analogicznie (powigzane s3 ze soba btedy na trzech
kolejnych krokach)

, _,  Of
n+1 _ n 1_ 2At n 78
€ € aul. € (78)
a stad
of
21— 22| 2A¢ 79
g au, 209 (79)

i podstawiajac o = 9f /Oul|, At
g=-atvaz+1 (80)

i warunek stabilnosci jest spetniony (marginalnie — |g| = 1) tylko dla
urojonego o = 13 gdy B < 1
dla réwnania oscylatora 8 = wAt < 1 czyli

1

At < — 81
- (81)
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

stabilno$¢ schematu skokowego

Warto przeanalizowaé zachowanie sie schematu skokowego na przykfadzie
réwnania typu rozpadu du/dt + u/T =0

oznaczajac zmienng u w parzystych punktach siatki czasowej jako &, a w
nieparzystych jako ¢, wtedy

§2n — §2n—2 _ g?n—l 2A¢ (82)
pu
2At
C2n+1 — CQn—l _ g?n (83)
p
réwnania te odpowiadaja réwnaniom rézniczkowym
g ¢
Fr & = 0 (84)
¢ | ¢
prs aF = 0 (85)

odejmujac i dodajac te rébwnania stronami, otrzymujemy
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

stabilno$¢ schematu skokowego

d€+¢) | (€+0)
i

d€-¢) (E-¢ _
@ 7 0 (87)

=0 (86)

pierwsze z rozwigzan to to o co nam chodzi, a to drugie — to rozwigzanie
~humeryczne” (ekspandujace od wartosci u” — u!)

40183



Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych
Jawna metoda dwustopniowa

wstepny etap wylicza wartoé¢ u w posrednim czasie ¢"1/2
At
w2 = — f(u" )< (88)
etap gtéwny
u Tl = " — f(un+1/2’ tn+1/2)At (89)

f,A
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Jawna metoda dwustopniowa

analiza stabilnosci daje

af of | At
ntl _ n _“J A 1—- 22| == n
£ 5 dul. t{ dul. 2}5 (90)
i wspotczynnik wzmocnienia
L o
g=1—a+ -« (91)

2

gdzie (jak zwykle) a = 9 f/dul, At
dla 9f/0u > 0 stabilna dla matych krokéw czasowych

2

< —
&< BF o

i marginalnie niestabilna dla o urojonego
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metoda niejawna drugiego rzedu

catke z prawej strony (61) liczy sie jako $rednig (w czasie) funkgji f
pomiedzy t" a t"*!

At

5 (93)

un+1 — " — [f(un7tn> + f(un—l—l’tn—f—l)}
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metoda niejawna drugiego rzedu

i wspétczynnik wzmocnienia

At

ai -9
n+1 2

~ Ou

At Of

4
n 2 ou (94)

czyli
of| At
2

2l (95)

ou
g:—
1+ gL &

lub jak zwykle podstawiajac o = 9 f /Oul, At

_1-a/2
14 a/2

g (96)

stabilna dla dowolnego a > 0 lub urojonego
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metoda Adamsa-Bashfortha

w2 B ) - fae e ] A (o)

jej wspétczynnik wzmocnienia

1 3 1 /9
s 222~
9=3 4ai2 ¢ a+1 (98)

stabilna dla At < 1/(0f/0u)|, marginalnie niestabilna dla « urojonego
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat niejawny

réwnanie oscylatora

dx .
i wv
dv _
o wT
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat niejawny

réwnanie oscylatora

dx
E = WU
dv
a = —WX
wAt, ,
xn—&-l _ $7L+ 5 ( fL+,UrL+1)
oyt = " — wiﬁt(x”ntxml)
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat niejawny

réwnanie oscylatora

dx
—-— = W
dt
dv
— = —wI
dt
wAt, ,
xn—&-l _ $7L+ 5 ( fL+,UrL+1)
oyt = " — wiﬁt(x”ntxml)
n+l wAt n+1 — n wAt n % wAt
T — Y +x +—2 o™ =
W2Atxn+l+vn+l _ 7w2Atl,n+vn ’X wQAt +
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat niejawny

At wAt wAt
$7L+1 . w U7L+1 = 4"+ o™ ’ % .
2 2 2
At At At
le,n+1 _’_vn+1 _ _an +Un ’ % WT +
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat niejawny

gL — LQAtU”H = 4" = wﬁtv” | % LQAt —
At At At
Ll,n+1 _’_vn+1 _ _an +Un ’ % L +
2 2 2
2At2 QAtQ
s (1 4= « i ) = z" (1 _ Y 1 > + v"wAt
QAtQ 2At2
Tl <1+w 1 ) = " (1_w 1 ) — 2wt
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat niejawny
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat niejawny
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metody Rungego-Kutty

ogolnie, to rodzina schematéw catkowania

u"tt = " —i—Athz (u",t", At) (99)

ki = f (un—l—Athijk’j,tn—FAthij) (100)

j=1 j=1

jesli b;; = 0 dla j > i to nazywa si¢ metodg otwartg i jej rzad wynosi
maskymalnie r

w przypadku przeciwnym — metoda zamknieta — rzad maksymalnie 2r
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

Metody Rungego-Kutty

najczesciej uzywana jest RK4 (czwartego rzedu)

"t = + At = (kl + 2ko + 2ks + ]{54) (101)
kl = f(u”,t") (102)
1
k2 = f (u" + 5k1At,t” + ;m) (103)
1 1
k4 = f(u"+ ksAt,t" + At) (105)

wspotczynnik wzmocnienia g =1 — o + a — gas + 24a4

stabilna dla At < 2.8/(0f/0u)|, dla obu typéw réwnan
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat RK4

réwnanie rozpadu

dm m
-

dt
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat RK4

réwnanie rozpadu

dhp o
dt T
At
mttl = w4+ F(k:l + 2ko + 2k3 + kyq)
k;l = —mn/T
At
ko = _(mn + kl?)/T
, At
ks = —(m"+ k27)/7
k;4 = (m" aF kJAt)/T
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat RK4

réwnanie oscylatora

dx »
o wv
dv _
o wT
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat RK4

réwnanie oscylatora

dx
— = WU
dt
dv
— = —wz
dt
l‘”+1 — vn+l —
n At . At
= T ?(kzl T 2k12 + le‘g + k'au) = ve 4 ?(k‘"ﬂ + 2]{?1,2 + 2k”3 + kb/l)
kzy, = wo® ky, = -—wz"
At At
kzy = w@"+ ky, 7) kvp = —w(@" +kay 7)
At At
ks = w@" + ko, ?) ks = —w(@" + ka, ?)
k.’L‘4 = W(U” 4 kvx At) k1’4 = _w(mn + kl& At)
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat RK4

ruch masy w polu grawitacyjnym

dx dvg aM T
E = g e =
dt * dt i r=+\/z2+y?
o, Py _amE
dt dt 7
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Catkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych

schemat RK4

ruch masy w polu grawitacyjnym

dx dvg aM T
@ _ Wr o
dt * dt i r=+\/z2+y?
o_ o, oy oMY
dt Y dt 73
At
2"t = gy — (ka1 + 2kay + 2kay + koy)
kyy = vy
ntl _ny By k k k
kw2 — U;L 4 k’u,pl % Vg - Vg + Z( Vgl +2 Vg2 +2 V3 + ’U:r:4)
k Un + k At kvl’l = 7G1\an/r(li A
= 2 o — t
- N B ~GM(a" + kay =)/§
kzy = vp+ koAt A2
b
kvgs = —GM(z" + kay 7)/?‘3
Kvgs —GM(z" + kaz, At)/ri
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Réwnania zachowawcze w fizyce oérodkéw ciagtych

zachowanie energii

energia w objetosci V
[[[ (@, tyav (106)
\%

strumien przez powierzchnie S

@S q-ds (107)

S
zmiana energii w objetosci V' réwna jest strumieniowi energii wptywajace;j
do tej objetosci (przeptywajacemu przez S)

%fjf&(m,t) v =—{}q-ds (108)
\74 S

catke po prawej mozemy zastapié

gt [[[ e@.tyav =~ [[[ vq-av (109)
1% 1%

przenie$¢ na lewa strone
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Réwnania zachowawcze w fizyce oérodkéw ciagtych

zachowanie energii

f‘ﬂ (g‘§+v-q) dv = (110)

i pozby¢ sie catki

Oe
cq = 111
5 +V.-q=0 (111)
jeslie o< T i g oc VI to mamy
oT
— V- -skVT = 112
5 V- kV 0 (112)
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Réwnania zachowawcze w fizyce oérodkéw ciagtych

zachowanie masy

strumien masy przez element dS to pv - dS

[T == ffm-as 1
Vv S

co daje réwnanie zachowania masy (w postaci zachowawczej)

dp

o TV =0 (114)
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Réwnania zachowawcze w fizyce oérodkéw ciagtych

zachowanie pedu

catkowity ped w kierunku X

ﬂ pvy dV (115)
1%
sktadowa v, rosnie dzieki konwekcji pedu i dziataniu ci$nienia
{Povev + pey) - ds (116)
S
czyli zachowanie pedu w kierunku X daje
0 .
5 ff pUgp dV = — ffj V - (pvgzv + péy) dV (117)
14 14
czyli
dpug )
g: + V- (pvgv +péy) =0 (118)
i facznie z réwnaniami dla pozostatych kierunkéw
)
%+V~(pvv+p1) —0 (119)
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Réwnania zachowawcze w fizyce oérodkéw ciagtych

zachowanie tadunku elektrycznego

strumien to gestos¢ pradu przez powierzchnie

%fffpcﬂ/:f@]\ds (120)
\% S

czyli

op :
o . j = 121
5 +V.5=0 (121)
ale z prawa Gaussa V- E = 4mp/e
OF 4mj
Vil=—+—7—)=0 122
( ot + € ) eee

czyli to co w nawiasie jest rotacja pewnej wielkosci

OF  4mj
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Réwnania zachowawcze w fizyce oérodkéw ciagtych

zachowanie strumienia magnetycznego

z prawa Faradaya strumien magnetyczny przez powierzchnie S jest catka
pola elektrycznego po jej obwodzie

o ¢
&JJB-dS:—]{E-dl (124)
S L
i z twierdzenia Stokesa
0B

jak wida¢ wszystkie z w/w zasad zachowania mozna przedstawi¢ w tzw.
postaci zachowawcze;j

ou
. f = 12
5 +V-f=0 (126)

gdzie ,strumien” f = f(u) (oczywiscie u = u(x,t))
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Zwiazek dyspersyjny dla zjawisk fizycznych

Zwiagzek dyspersyjny dla zjawisk fizycznych

Réwnania rézniczkowe czastkowe wigza punkty w czasie i przestrzeni.
Proste, liniowe wtasnosci tych réwnan mozna opisa¢ przez zachowanie sie
fali w czasie i przestrzeni, rozwazajac pojedyncza fale (mod Fouriera)

u(z, t) = ae’@k) (127)

po podstawieniu do réwnania opisujacego zjawisko otrzymujemy tzw.
zwiazek dyspersyjny
w=w(k) (128)

czyli zwigzek pomiedzy charakterystyczna skala czasowa a dtugoscia fali
zjawiska opisywanego przez réwnanie
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Zwiazek dyspersyjny dla zjawisk fizycznych
rownanie falowe

02%¢ 0%¢
o Vs g =0 122

po podstawieniu &(x,t) = Eelwi=k2) otrzymamy zwiazek dyspersyjny

~W+EV2=0 (130)
lub 5 5 N
T i
TS T VE V. (131)
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Zwiazek dyspersyjny dla zjawisk fizycznych

rownanie adwekcji

opisuje sytuacje, gdy wtasnosci np. cieczy s3 unoszone przez sama ciecz —
np. unoszenie masy

dp
=0 132
e +V-pv= (132)
rozpisujac iloczyn pod pochodna
0
8§+u Vp+pV-v=0 (133)
dla cieczy niescisliwej (V - v = 0) mamy postaé réwnania adwekcji
dp
Vp=20 134
5 TV VP (134)
podstawiajac mod Fouriera p = pe'“t=k%) otrzymamy
w = kv (135)
lub ; 8 \
=2 (136)

w vk v
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Zwiazek dyspersyjny dla zjawisk fizycznych

rownanie dyfuzji

w najprostszym (jednowymiarowym) przypadku

%1: - %K% —0 (137)
podstawiajac u = 4e'“!=%2) otrzymamy
iw~+Kk?=0 (138)
czyli
w = irk? (139)

czestos¢ jest urojona, czyli mod zanika w skali czasowej

2 2 z
s _2n A (140)

w  kk?2 27k
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Zwiazek dyspersyjny dla zjawisk fizycznych

rownanie eliptyczne

réwnania typu Laplace'a i Poissona
Ve = —p (141)

opisuja uktady statyczne, lub zaktadajace natychmiastowe rozchodzenie sie
informacji
W — 00 (142)

lub
7—0 (143)
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Zwiazek dyspersyjny dla zjawisk fizycznych

ogolnie, réwnanie drugiego stopnia mozemy zapisac

0’® 0’® ?® 9 00
b d— +e— + fO+g= 144
a8x2+ 6m8y+cay2+ 8x+e8y+f +g=0 (144)

i klasyfikuje sie je na
hiperboliczne gdy % —4ac >0
paraboliczne gdy % —4ac =0
eliptyczne gdy b2 —4ac<0
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Catkowanie réwnan czastkowych

Catkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania dyfuzji

chcemy scatkowa¢ réwnanie

ou 0%u

uzywajac schematu Eulera mamy

KAt
u;”rl =uf + F(u?_l —2uf +uiig) (146)
T mtl 'U,”ﬂ
‘ At } ‘
i |
i1 J 1
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Catkowanie réwnan czastkowych

Catkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania dyfuzji

wyliczmy wspéfczynik wzmocnienia dla przestrzennego modu Fouriera

u = a(t)e*® (147)
podstawiajac, mamy
ﬁn-i-leikazj _ ,&neikxj + RAAQt’Iln(eikxj71 _ 2€ikxj + eikxj+1) (148)
czyli
2rAt (1 10
12”+1 — ”&n {1 + ZQ (2€LkA + §€_ZkA - 1)} (149)

i wspotczynnik wzmocnienia

G(AL A K) =1+ 2%[008(1{:A) —1 (150)

lub
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Catkowanie réwnan czastkowych

Catkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania dyfuzji

4kA A
g(At, A k) =1— ZQt sin’ <k2) (151)
zeby spetni¢ |g| < 1 dla kazdego k musi zachodzi¢
kAL
A= > -2 (152)
czyli
A2
At <05 (153)

doktadnoéé metody Eulera jest O(At) + O(A?)
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Catkowanie réwnan czastkowych

Catkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania adwekgcji

zrébmy to samo dla réwnania adwekgji

ou ou

- — =0 154
ot "oz (154)
na dyskretnej siatce w pierwszym rzedzie mamy

At
ut =l - Z—A(ugﬂ — ) (155)

1

a}
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Catkowanie réwnan czastkowych

Catkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania adwekgcji

podstawiajac przestrzenny mod Fouriera

antlgikes — gneike; _ Lmﬁn(eikxwl — etk@i-1) (156)
2A
lub At

jesli a = (vAt/A) sin(kA) to wspdtczynnik wzmocnienia
g2 =1+ o2 (158)

i schemat jest niestabilny(!)
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Catkowanie réwnan czastkowych

Catkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania adwekgcji

sprobujmy zastapic¢ uj przez srednig z sasiednich punktéw w przestrzeni

. 1 vAt
6 =05 ) G () (59)

taki schemat nazywa sie schematem Laxa
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Catkowanie réwnan czastkowych

Catkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania adwekgcji

dla przestrzennego modu Fouriera

VAL
a4t = gn {cos(kA) - ZT sm(kA)} (160)
i amplituda wspétczynnika wzmocnienia
At\?
|g9]? = cos?(kA) + (UA> sin?(kA) (161)
lub )
At
1 = 1 — sin?(kA) {1 _ (“A) } (162)
warunek stabilnosci bedzie spetniony dla
lvAt]|
—— <1 1
R (163)
czyli
At < ‘A (164)
v

72/183



Catkowanie réwnan czastkowych

Catkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania adwekgcji

At< 2
o

dla réwnan hiperbolicznych to tzw. warunek
Couranta—Friedrichsa—Lewy'ego
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na siatce réznicowej

Dyspersja i dyfuzja na siatce réznicowe]

Dlaczego metoda Eulera dla adwekgji nie jest stabilna a Laxa tak — obie s3
pierwszego rzedu, obie nie s3 wycentrowana w czasie.
przepiszmy schemat Laxa do postaci

1 1

i(ugf“ — u?il) + §(u;‘+1 —2uj + u?il) (165)
1 n 1 n /UAt 1 1

= §(Uj+1 —2uj +uj ) — E(U?—H —uj_q)

odpowiada to schematowi drugiego rzedu dla réwnania rézniczkowego

ou At 9*u A2 9%y ou
ot @ aat 9 Ve =" (166)

drugi czton powoduje niestabilnos$¢, trzeci stabilizuje, zeby zapewnié
stabilnos¢ potrzeba aby
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na siatce réznicowej

Dyspersja i dyfuzja na siatce réznicowe]

A%k? At
> —
AL 5w (167)
dla modu Fouriera liczbie falowej k i czestosci w ~ vk
A
At < m (168)

To co powyzej dotyczy stabilnosci schematu, ale to nie wszystko. Jakie s3
wtasnosci numeryczne schematu zwigzane z dyfuzja i dyspersja
rozwigzania — mozna to analizowa¢ przy pomocy zwigzku dyspersyjnego.

w=w(k, A, At) (169)
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na siatce réznicowej

Dyspersja i dyfuzja na siatce réznicowe]

podstawiajac mod Fouriera u(z,t) = te!@! k)

rézniczkowego (adwekcji) otrzymamy

do réwnania

w=vk (170)

w jest rzeczywiste, nie ma ani dyfuzji ani dyspersji w schemacie
réznicowym (Laxa)

,aez[w(t +At)—kx;] _ §ﬁez(wt—k1’j) {(ezk’A + e—zkA) _ %(e“ﬁ _ e—zkA)}

po skréceniu

WA = cos(kA) — Ufmz sin(kA) (172)

ogdlnie w jest zespolone: w = €2 + i i poréwnujac czesci urojone i
rzeczywiste w zwigzku dyspersyjnym otrzymujemy
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Dyspersja i dyfuzja na siatce réznicowej

Dyspersja i dyfuzja na siatce réznicowe]

_ vt

tg(QAL) A tg(kA) (173)
e 278 = cos?(kA) + <Uit>2 sin?(kA) (174)

dla vAt/A =1 jak dla réwnania rézniczkowego v = 0i Q = vk
dla matych liczb falowych (dtugich fal) dyfuzja i dyspersja jest (moze by¢)
akceptowalna, dla duzych k (krétkich fal) jest znacznie gorzej
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Dyspersja i dyfuzja na siatce réznicowej

Dyspersja i dyfuzja na siatce réznicowe]

dyspersja VAL
=0
3L
At 28=0,25
At
=-=05
4
a2
At - =10
Fali
At
. A
I 2n 3 4n
£V o4 ad 34 liczbafalowa
a}
Y1 dviuza
il 0,28
5 =0
95 | vAL .
AP i 0,5
At
L L L — = 210
g n 2z 3 An 4
BA&: liczba falowa k
VAL _
220

b) (niestabilne )

78 /183



Zasady zachowania na siatce réznicowej

Zasady zachowania na siatce réznicowe;j

Rozwazmy pewien prostokatny obszar R ograniczony przez brzeg B i
dzielimy go na zbiér I x J elementarnych komérek o objetosci AV kazda.

N \
| ; RN
W [komork |
’ * E :tru.mEien
8
catkujac réwnanie zachowacze
ou
V-f=0 175
5tV S (175)

po kazdej komérce czasowo-przestrzennej C' (z brzegiem, A)



Zasady zachowania na siatce réznicowej

Zasady zachowania na siatce réznicowe;j

tn+1 tn+1

/jj—dth /ﬂv-fdvcit (176)
in C

n+1
[Jurttav — [[urav = - t/ %f-det (177)
C C tn A

jesli oznaczymy wartosci ,globalne” (w komorce)

AV T = ﬂu av (178)

czyli

i strumienie przez poszczegélne powierzchnie
Fiij = f f-ds (179)
a= {E N,W,S}

to
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Zasady zachowania na siatce réznicowej

Zasady zachowania na siatce réznicowe;j

el
aptt = ag - / i > Eagdt (180)
(0%
in
taki schemat jest schematem zachowawczym (niezaleznie od sposobu
wyliczania strumienia) — jedli réwnanie rézniczkowe zachowuje [, udV to i
schemat réznicowy zachowuje te zmienne
zauwazmy, ze np.
Fgij = —Fwit1, (181)
to sumujac po catym obszarze R

T 7 tn+1

I J _ _ 1
Yyt =YY u- [ gy (8)
i=1j=1 B in

i=1j=1

zmiana catkowitej wartoscic u wynika tylko z przeptywu strumienia tej
wielkosSci przez brzeg B



Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
zachowawcza metoda Laxa

dla przypomnienia réwnanie hiperboliczne

ou Of
—+=—=0 183
at " os (183)
i sam schemat Laxa
1 n n n n At
U?H = 5(%‘41 +ui_q) = (f41 — fi—1)ﬁ (184)
jesli f = vu to mamy réwnanie adwekgji, i warunek stabilnosci

At < AJ|v|

dla przyktadu wezmy réwnania opisujace rozchodzenie sie spolaryzowanej
fali elektromagnetycznej

0B )

OF 0B

gdzie E = E,, B =cB, (i c=1/,/1t0€0)



Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
zachowawcza metoda Laxa

wstawiajac w metodzie Laxa u = (F, B) i strumien f = (¢B,cE) mamy

cAt

E;-LH = (E i1+ E;Z—l) = (B?H = ?—1) 2A
) ; cA\t
Bt = (B 1+ Biy) — (Bfy — Efq) 9A

podstawiajac mod Fouriera
u® = (Enezk:p7 Bnezkx)
otrzymamy macierz wzmochnienia

cos(kA) =B gin(kA)

G= —ieAt sin(kA)  cos(kA)

i wartosci wtasne

[cos(kA) — g]% = a sin?(kA)

(187)

(188)

(189)

(190)

(191)
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
zachowawcza metoda Laxa

czyli
icAt
g = cos(kA) + Z="gin(kA) (192)
obie daja
. c2(At)?
lg|2 = 1 —sin?(kA) [1 - A2 (193)
i jak ostatnio
A
At < = (194)
c

ale dla przypomnienia — metoda nie jest wycentrowana w czasie i pojawia
sie czton destabilizujacy — koniecznos¢ ekstra dyfuzji i w efekcie
rozmywanie rozwigzania
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
zachowawcza metoda skokowa
sprébujmy wycentrowaé w czasie schemat — jak w metodzie skokowej

uith = wmh = = (f - fi) (195}

gdzie 7' = f(u}), i w nastgpnym kroku

Wit = ufy — (f;$1 77 (196)

T

krok um 1 ‘
n+1 - ‘
4 |
czas | ” 4
£ i
F!}
o —t :
T /=1 i 1
At |
| |
i 1—1
i ¥ {d
! T
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
zachowawcza metoda skokowa
w najprostszym przypadku (f = vu) mamy wspétczynnik wzmocnienia
2At
g =1- iTU sin(kA)g (197)
czyli
g=iatv—-a2+1 (198)
gdzie a = (At/A)vsin(kA), dla |a] <1 mamy |g| =1 czyli (jak zwykle)

At < — (199)
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych

Dwustopniowy schemat Laxa-Wendroffa

krok pomocniczy — jak w metodzie Laxa

n+1/2 1 n n At n n
Uj+1//2 = 5(%‘ +ujyg) — ﬁ(fj+l - fi) (200)

stad wyliczamy strumienie w punktach , potéwkowych”

ntl/2 n+1/2
fiv1js = f(“j+1/2) (201)
oraz krok gtéwny
At
ntl _ . n n+1/2 n+1/2
Uy = U T A (fj+1/2 - fj71/2) (202)
wartosci u;lill//g nie sy pamietane
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
Dwustopniowy schemat Laxa-Wendroffa

s =1
; !
[nfrﬂ_ ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ i
AN AN
Ve ey s N
F g RS s ~
s » s N
g N X
S o 1 ;
i~ =) / (30 J+1
—_—

— — — = krok pomochiczy

———= krok gtoéwny
stabilno$¢ dla f = vu dostaniemy podstawiajac mod Fouriera
At vAL
g=1-22 {mln(m) — X feos(kA) - ]} (203)
lub jesli « = vAt/A
g =1 —iasin(kA) + o?[cos(kA) — 1] (204)



Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych

Dwustopniowy schemat Laxa-Wendroffa

i modut
9> =1—a?(1— 042)[1 — cos(/{A)}2 (205)

i znowu — stabilny schemat dla o < 1, i stad

At< 2 (206)

" ol

zauwazmy, ze dla a < 1 wspoétczynnik wzmocnienia jest mniejszy od 1,
czyli krotsze mody Fouriera zanikja, ale

k*A4

g2 =1—a?(1 - a?) +O(KiAY) (207)

dyfuzja numeryczna jest efektem dopiero czwartego rzedu (niewielka
dyfuzja jest zwykle korzystna)
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
Przyblizona metoda drugiego rzedu
jesli zachowad drugi wyraz rozwiniecia w szereg Taylora

: ou ?u) (At)?
n+l _  n —
= +<8t)nAt+<8t2>n > (208)
i dalej
ou ou ou At
n+tl _  n _ — (=
w = +<8t)nm+[<8t>n (at>n_1] ; (29

i dla zachowawczych réwnan hiperbolicznych mamy

n n 3 At n n 1 At n— n—
uf T =} — (2 +5> ﬁ( i — S+ (2 +5) ﬁ( A iy
(210)
dla jakiegos matego ¢
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
Przyblizona metoda drugiego rzedu

wspotczynnik wzmocnienia dla f = vu
g*=g- (3/2+e)iag + (1/2 + e)ia (211)

gdzie a = (vAt/A)sin(kA)
dla |a| < 1/2 otrzymamy |g| < 1 jedli

1 1
€> ZaQ + 5044 +0(a?) (212)
np. dla At = | i potrzeba aby € > 3/32

kosztem matego At mozna wybraé¢ dowolnie mate € i przez to dowolnie
zblizy¢ sie do doktadnosci rzedu drugiego
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
Wielowymiarowe metody jawne

W przypadku N wymiarowym schemat Laxa ma postac

n+1_i§: n_iv:(fn_fn)ﬁ (213)
Y Tay & teT Ve T el o

gdzie a odnosi sie do 2N sasiadujacych komérek w N wymiarach
przestrzennych

Rl

o A | O
f

NE

i
——» adwekcja
e~ dyfuzja numeryczna
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
Wielowymiarowe metody jawne

w analizie stabilnosci (np. w dwéch wymiarach) podstawiamy
u = aetf=*+kyy i np. dla réwnania adwekcji f, = vu i fy = vu

1
u;lj—"_l = Z (u?+1:j + u?fl,j + qu‘Fl + qufl) (214)
At At

_ " (un . ,)_71) (un _un,f)
2A 2 i+1,5 1—1,j QA Y 3,j+1 2,j—1

oznaczajac b, = v, At/A, 0, = v, At/A, a = kA i = kyA mamy

1 1
g= §cosa+§cosﬁ—iﬁzsina—z'0ysinﬁ (215)
oraz
. . 1
9> = 1— (sin®a + sin? B) {2 (T 03)] (216)

1
— Z(cosa — cos B)* — (B, sina — 0, sin B)?
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Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych

Wielowymiarowe metody jawne

warunek stabilnosci bedzie spetniony, gdy

1
5~ (02 +65)>0 (217)

lub
A

At ———F—7—F
2+ )22
w innych schematach moga sie pojawi¢ problemy ze stabym sprzezeniem

siatki w réznych kierunkach — moze sie okaza¢ konieczne stosowanie
sztucznej dyfuzji ,,po przekatnej”

(218)
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Metody dla réwnan parabolicznych
Metoda jawna pierwszego rzedu

ustalmy uwage na réwnaniu dyfuzji

ou 0%u
schemat Eulera
kAL
U?H:ugﬂ-ﬁ( Tl —2uf 4+ ulg) (220)
jak juz wiemy, stabilny dla
1 A?
At < 3 (221)
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Metody dla réwnan parabolicznych
Metoda niejawna Cranka-Nicholsona

analogiczna do metody niejawnej drugiego rzedu

At
Wt =up + 25 (w20t +upt) (222)

j J
kAL
4 IAZ ( (T Qu?—i-ug‘,l)

podobnie, wspotczynnik wzmocnienia

3 1-— ZZ%t sin (%)
1+ Z8tsin? (K2 =

i metoda jest bezwzglednie stabilna
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Metody dla réwnan parabolicznych
Niestabilna metoda skokowa

At
= 2o (- 2uf ) (224)

ale dla niej wspéfczynnik wzmocnienia
g=—-atva?+1 (225)

gdzie

4kAt | (kA
o = ? Sin (2> (226)

jest zawsze niestabilna
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Metody dla réwnan parabolicznych
Metoda Duforta-Frankla

wezmy nastapujaca modyfikacje metody skokowej

kAL _
Wt =i 2 [ R B (227)
mozna przekszta’fcic to do postaci jawnej
11—« «
+1 _ —il

ui ™t = (1 n a) u; + Tw (U}LH I u}L_l) (228)

gdzie o = 2kAt/A? i tradycyjnie wspbtczynnik wzmocnienia
9=1+a {a cos(kA) £ \/1 —a? sin2(k:A)] (229)

dla matych krokéw czasowych o sin?(kA) < 1 jest rzeczywisty i mniejszy
od jednosci dla obu pierwiastkéw
dla duzych krokéw czasowych o sin?(k ) > 1 jest zespolony, ale
1-—
14+«

gl = (230)

i metoda jest zawsze stabilna
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Metody Godunova
Metody ,,upwind” typu Godunova

Przestrzenna dyskretyzacja oparta na centrowanym schemacie

ou  Uip1 — U1

N o S 231

ox 2Azx (231)
nie odzwierciedla natury adwekgcji — nie wyréznia kierunku. Z kolei
jednostronne ilorazy réznicowe odzwierciedlaja nature réwnania tylko dla

konkretnego kierunku unoszenia. Rozwazmy taka dyskretyzacje réwnania
adwekgji

“?HN_ UM ;g?—l =0 , v>0 (232)
UZLHA; ui —HJU?HA; u =0 , v<0
schemat ten jest stabilny odpowiednio dla
0<%<1 , v>0 (233)
—1< Z—A; <0 , v<0
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Metody Godunova
Metody ,,upwind” typu Godunova

mozna to zapisa¢ dla réwnan zachowawczych du/0t + 0f /0x = 0, gdzie

f=vu
W —l S~ il

At + Ar =0 (234)
gdzie

fiae vhul + v Ul (235)

fili, = viud g+ o7}

przy czym
(236)

vt =max(v,0) = (v+ |v])/2

v~ =min(v,0) = (v—|v])/2

niestety jest to schemat tylko pierwszego rzedu.
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Metody Godunova
Metody ,,upwind” typu Godunova

Istnieje kilka modyfikacji schematu Godunova poprawiajace rzad
doktadnosci:

— MUSCL (monotonic upwind scheme for conservation flows) —
drugiego rzedu;
— PPM (picewise parabolic method) — trzeciego;

— ENO (esentially non-oscilatory scheme) — czwartego i wyzszych.
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Metody Godunova
Metody ,,upwind” typu Godunova

Np. dla schematu MUSCL u(z,t) aproksymuje sie na obszrze komérki w
kazdym kroku czasowym

w(x,t) = u; + si(z — &;) (237)

gdzie T; = (x; + z11)/2, a nachylenie s; moze mie¢ postaé
s; = 0 — schemat Godunova

s; = “Hg=1 — schemat Fromma
s; = ““xa=t — schemat Beama-Warmminga
s; = “H3—"* — schemat Laxa-Wendroffa
s; = minmod (==L, “H—"1) — schemat minmod
a, lal <1b|, ab>0
minmod(a,b) =< b, |a| > |b], ab>0 (238)
0, ab < 0
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Metody Godunova
Metody ,,upwind” typu Godunova

12k J 1 -~
1 -
[ \ 0.8 - ‘ ‘ -
08 !
| | | ‘
[ i | 0.6 1 \
086 — { ! - ‘ |
04 E - 0.4 H
| i
i | \ I
02 ! i ]
| “- 0.2 H
5 M | |
! Y
[ K ] 0
0z - -
L | 1 I

0 20 40 80 80 100 Q 20 40 60 80 100
i i

Lax-Wendroff i "upwind” 1. stopnia
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Metody TVD

Jesli funkcja jest monotoniczna w kroku n,
min(ui_l,ui+1) < Uy < max(ui_l,uiﬂ) (239)

to chcemy, zeby pozostata taka w kroku n + 1.
Zdefiniujmy catkowita zminenno$¢ (total variation)

TV(@") = 3 Juf — ufy| (240)

metode definiujemy jako stabilng ze wzgledu na catkowita zmiennos¢, jesli
TV (™) < ¢ (241)

dla kazdego kroku czasowego.
Metody TVD (total variation diminishing) wymagaja, zeby

TV (u™) < TV (u™) (242)
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Metody TVD

Rozwazmy przyktad metody TVD drugiego rzedu — strumien (pierwszego
rzedu) na brzegu kostki

n _ i v>0
i+1/2 = { n w<0 (243)
poprawiamy o poprawki dla
v >0 oraz dla v <0
f?L fTL 1 fTL
AfLH/Z = 5 (244) Af+1/2 S =7 5 (245)
e = e — fin
Af i+1/2 2 Af+1/2 = 9
i sama poprawke wyliczamy z AfL i AfE
Ln
Af +1/2 — =¢ (Af +1/2vAf +1/2) (2406)

gdzie ¢ to tzw. ogranicznik (/imiter).
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Metody TVD

Drugi rzad obliczen otrzymujemy stosujac schemat Rungego-Kutty 2.
stopnia:
— krok pomocniczy (potéwkowy):

u?H/Q o fiaye = Fitae At

247
i nastepnie petny krok:
fn+1/2_ n+1/2
ntl _ n_ Jitl/2 i1/2 Ay i
Uy u; AL (248)
jako limiter uzywa sie:
¢(a,b) = minmod(a, b) (249)
» ] minmod(a,2b), |a| > [b|
¢(a, b) = superbee(a, b) = { minmod(2a, b). |a| < |b| (250)
2ab
¢(a,b) = vanleer(a, b) = a;:—b’ ab >0 (251)
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Metody TVD

Metody TVD
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Réwniania hydrodynamiki

Zastosowanie do réwnian hydrodynamiki

Przeptywajacy osrodek mozemy traktowac jako sume lewo- i
prawobieznego przeptywu u = uft + u”, gdzie dla ¢ = |v|
1 1—
uf = (Jr;/c) u (252) ul = <;/C> u (253)
Oba strumienie ptyna w przeciwnych kierunkach z predkoscia ¢ i mozna je

opisaé réwnaniami adwekgji

8UR 8 R
ol o
—_— — — pr— 2
5 8x(cu )=0 (255)

i mozemy fatwo zastosowaé schemat MUSCL do réwnania adwekgji

ou Off  aft
5 "5~ o =0 (256)

gdzie strumienie w obu kierunkach f% = cuft i & = cul.
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Réwniania hydrodynamiki

Zastosowanie do réwnian hydrodynamiki

Dla dowolnego réwnania w postaci zachowawczej

u oI _ (257)

ot ox

(np. dla u = (p, pv, €)) mozemy zastapic je réwnaniami

ou 0
E = afx(cw) =0 (258)
ow 0

gdzie c(x,t) jest dowolng dodatnia funkcja. W praktyce ktadzie sie
w = flu)/e
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Réwniania hydrodynamiki

Zastosowanie do réwnian hydrodynamiki

Mozemy rozwikta¢ ten uktad réwnan podstawiajac

uf = 2T (260)
2
ub =2 . @ (261)
co daje
@uR 8 R
out 9
i jak poprzednio dla f% = cu® i f£ = cu® mamy
R L
Qu OF7 917 _, (264)

ot | Oz ox
Pozostaje dobraé wartodséce tak, zeby zachowac stabilnos¢ schematu — ¢
musi by¢ wieksze od charkterystycznych szybkosci danych przez wartosci

: Of (u)
wtasne Jacobianu o
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Réwniania hydrodynamiki

Zastosowanie do réwnian hydrodynamiki

Dla réwnan hydrodynamiki

op 0

Opv; 0
—(pviv; 0;5) =0 266
ot + axj(pv v; + pdi;) (266)

Oe 0
— 4+ — i|=0 267

gdzie gestos¢ energii
1

e=¢+ §pvz (268)

uzupetnione przez réwnanie stanu
p=(y—1)e (269)
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Réwniania hydrodynamiki

Zastosowanie do réwnian hydrodynamiki

Warunek stabilnosci wymaga, zeby szybkos¢ ,,zamrozenia” ¢ byta wieksze
od charakterystycznej szybkosci — najwiekszej wartosci wtasnej Jakobianu
OF (u)/0u.

Dla ukfadu réwnan hydrodynamiki predkos¢ dzwieku c2 = vp/p i
wystarczy zeby

c > |v|+cs (270)
i warunek na krok czasowy
A
At < — (271)
Cmax
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Réwniania hydrodynamiki

rownania hydrodynamiki

3 0
ot = aixj(pvi’l)j +p5¢j) =0

Ode 0

E aF %[(64-]9)11]-] =0

p=(y—1e
e=¢e+ pv?/2
2 p

05:’}/;
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Réwniania hydrodynamiki

... W jednym wymiarze
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Réwniania hydrodynamiki

... W jednym wymiarze

9p 0 dp &
= t a-(pv) = T P
ot o 8t+8x(pv) 0
de 2 dpv D -
— + o= (pv" +p) = O ( _ 7 2):
ot ' 0 5 +8x( De + pu
Oe 0
= + z=[(e+pp] =0 Oe 5( =7 3)
ot 0 2 8t+8 vev + 5 0
p=(—-1e=(y—-1) (e~ pv°/2) 9
E=yy-1) (2 - =
05278 ® p 2

114 /183



Réwniania hydrodynamiki

wszystko co potrzebne razem
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Metody numeryczne algebry liniowej

Uktady réwnan liniowych

Rachunek réznicowy sprawia, ze réwnania rézniczkowe zamieniaja sie w
réwnania macierzowe. Powstaje zatem potrzeba sprawnego rozwigzywania
takich réwnan.

ajlul + ajpu + - -+ a1y, = W1 (272)
as1ul + asgug + - -+ aspuy, = wWa
Am1UL + AmaU2 + < - + Amply = Wy
lub jak kto$ woli

Au=w (273)

ajl ai2 o Aln Uy w1

a1 a2 o a2n U2 w2
= , (274)

aml Am2 " Omn Unp W
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Metody numeryczne algebry liniowej
Uktady réwnan liniowych

jesli macierz A jest kwadratowa (m = n), to rozwiazanie
uw=A"tw (275)

A~! mozemy policzyé np. ze wzoréw Cramera

_ i4q Ai'
(A = (=1) H||A]| &)
i wyznacznik
|Al = (=1)""| Aay; (277)
j=1

ale sam wyznacznik to n! operacji!
Zatem potrzeba bardziej wydajnych metod.
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Metody numeryczne algebry liniowej

Macierze powstajace w rachunku réznic skonczonych

Czesto macierze maja szczegdlna postaé, np. dla réwnania Poissona

>e

a2 —-P (278)

na siatce przestrzennej (z krokiem A) mamy
(I)j—i-l — QCI)j aF ‘I)j_l = Aij (279)

jesli potozymy warunki brzegowe ®; = w;, ®; = wy to

(I)l = w1
o, —20, +P5 = A2P2
Oy —2d3 4Py = A?ps

(280)

Pyo 20, D; = A?pj,
;= wy

i jesli A® = w to macierz A ma postac trojprzekatniowa
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Metody numeryczne algebry liniowej

Macierze powstajace w rachunku réznic skonczonych

1 0 0 0
1 -2 1 0 0

A=0 t 1 oo (281)
0 .1 =201
L0 o 00 1]

ogolnie macierze tréjprzekatniowe powstaja w problemach
jedowymiarowych — w ogdlnym przypadku

d2
dx

d

du +hu=w (282)

U
fo—=+g
to w postaci réznicowej
/i 2u; + u; I (u; 1) + hju; = 283
E(“jﬂ — 2uj +uj1) + ﬁ(uﬁ-l —uj-1) + hju; = wj (283)
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Metody numeryczne algebry liniowej

Macierze powstajace w rachunku réznic skonczonych

mozna je przepisa¢ nastepujaco

ajuj1 + Bius + Yuj-1 = wj (284)
gdzie
fi | gj
D
b = hi-qs
i g
T AT A

dla 1 < j < J i warunki brzegowe

du
<adm+bu)ml = c (286)

d
(a’u + b’u) =
dx .
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Metody numeryczne algebry liniowej

Macierze powstajace w rachunku réznic skonczonych

mozna je przedstawi¢ w postaci réznicowe;j

aug + (bA —a)u; = cA (287)
—duj_ 1+ Wb A+du; = A
lub jeszcze ,tadniej”
aiug + frur = wy (288)
Youg-1+Bug = wy
i uktad réwnan jest okreslony przez tréjprzekatniowa macierz
[f1 g O O -+ 0]
Y2 B2 az 0O .- 0O
10 v B az --- O
4= 0 0 0 O 0 (289)
0 0 0 --- 5 B
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Metody numeryczne algebry liniowej

Macierze powstajace w rachunku réznic skonczonych

Dla dwuwymiarowego problemu macierz jest dalej rzadka, ale juz nie
tréjprzekatniowa — dla réwnania Poissona

?® 9’
@ = 87:1/2 = —p (290)

na dwuwymiarowej siatce przestrzennej

J+11

i ; ~ 4

| Y i Lt i
] e B :

1

|
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Metody numeryczne algebry liniowej

Macierze powstajace w rachunku réznic skonczonych

(Pig1,j — 2®ij + Pi1j) + (Pijur — 2®i 5 + ij1) = A%pi;  (291)
lub
(Pit1j + Pi1j + Pijp1 + Pijo1) — 485 = A%p; (292)

jesli siatka ma rozmiar I x J to mozemy ®; ; zastapi¢ wektorem uy o
rozmiarze I - J
U = Uj.J4+5 = (I)i,j (293)

i podobnie
Wi = Wi.J4j = —Agpi,j (294)
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Metody numeryczne algebry liniowej
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Metody numeryczne algebry liniowej

Macierze powstajace w rachunku réznic skonczonych

Przypomnijmy jak to byto przy metodzie niejawnej (Cranka-Nicholsona)
dla réwnania dyfuzji

+1_ KAL i +1, nt1y, RAL
uy uj +oag (Ui =205 +uiTy )+ o (U —

2uj +ui_1) (295)
czyli (podstawiajac o = kAt/2A2):
—au?ill+(1+2a) "H—au;”rll = uj +a(uj g —2uj+uj_q) = w; (296)

otrzymujemy do rozwiazania réwnanie z macierza trojprzekatniowa, a dla
wiekszej liczby wymiaréw jakas inng — ale dalej rzadka.
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Metody numeryczne algebry liniowej

Rozwiazanie rekurencyjne réwnania z macierzg tréjprzekatniowa

Mamy uktad réwnan

ajujt1 + Bjuj +Yuj-1 = w; (297)
dlal < j < J, zwarunkami brzegowymi
arug + Biur = wy (298)
Youj—1+ Buy = wy

i szukamy rozwigzania, w ktérym majac u; mozemy wyliczy¢ u;41, czyli
poszukujemy takich z; i y;, ze

Uj+1 = TjUj + Yj (299)
podstawiajac u;11 mamy
aj(zjuj +yj) + Biuj + -1 = w; (300)
czyli
Y wj — ;Y;
Uy = —————u;_ 1 + ————= 301
T ozt B ajrj + fj G
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Metody numeryczne algebry liniowej

Rozwiazanie rekurencyjne réwnania z macierzg tréjprzekatniowa

ale chcemy, zeby tez

Uj = XTj—1Uj—1 + Yj—1 (302)
co daje
—5
iy = — 1 303
J ;T -F'/3j ( )
wj — ajyj
Yi—1 = — T a
J @R A (9
dla wszystkich j > 1.
Warunki brzegowe daja
_fYJ a/
= _ 304
Ho=l Br  VA+d £
. w. g . C’A
Yj—-1 - /BJ — b/A + a/
oraz A +
w1 — 1Yl —C ayi
_ _ 305
o 01+ ajxy a—bA —ax; (309)
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Metody numeryczne algebry liniowej

Rozwiazanie rekurencyjne réwnania z macierzg tréjprzekatniowa

czesto mamy dwa szczegblne przypadki
— albo u jest okreslone na brzegu (a’ =0), czylizyj_1 =0iyj_1 =uy
— albo pochodna na brzegu znika (' =0), czylizy_1=1iy;_1 =0
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Metody numeryczne algebry liniowej

,Dokfadne” rozwigzanie réwnania Poissona

Ogodlnie réwnania eliptyczne prowadza do trudnych i czasochtonnych
uktadéw réwnan, ale do réwnania Poissona mozna zastosowaé szczgdlne
metody rozwigzywania.

Wezmy réwnanie Poissona w dwéch wymiarach

(®ig1, — 2855 + Pi1j) + (Piju1 — 2@, + D55-1) = A%p;;  (306)
oznaczmy przez P pieciopunktowy operator po lewej stronie

Po; ;= (Pit1; —2Pi; + Pi—15) + (Pij1 — 2055 + P 5-1)  (307)
i zauwazmy, ze mod Fouriera

sij(k,1) = @(k,l)sinﬂ—?sin%h (308)

jest funkcja wtasng operatora P dla catkowitych (k,1)
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Metody numeryczne algebry liniowej

,Dokfadne” rozwigzanie réwnania Poissona

Ps; (k1) = (309)
A ] 41 ) p— 1
= ®(k,l)sin # |:Si1’l @ — 2sin TFTZY + sin ﬂ-l(lj)]
- li k(7+1 kj k(j—1
+ ®(k,l)sin % {sin % — 2sin % + sin 71'(](])]
mkj l ml wl
= Bk, 1)51117 {2coslsml — 25sin I}
mli k kj k
+ @(kl)snl[{2005?}SHlTJJ2 ulﬂjj}
a stad
l k
Ps; (k1) = <2 cos WT + 2cos % - 4) si; (k1) (310)
gdzie wartosci wtasne do funkcji wtasnych s; ;(k, 1) wynosza
ml k
Qg = 2cos — Vi +—2€0s47———4 (311)
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Metody numeryczne algebry liniowej

,Dokfadne” rozwigzanie réwnania Poissona

Moaemy réwnanie Poissona rozwigza¢ dla kazdej funkcji wtasnej oddzielnie
(i na koniec zsumowa¢ rozwigzania), co wiecej — wykorzystujac symetrie
operatora Laplace’a — mozemy to zrobi¢ dla kazdego wymiaru oddzielnie.
W efekcie otrzymujemy rozwigzanie w pieciu krokach

1) rozktad zrédet wzgledem jednego wymiaru

% . wkj
= j ]2:1 Pi,j Sl 7 (312)

2) rozktad wzgledem drugiego wymiaru

li
Z pi(k) sin ﬂ (313)

3) dla kazdego modu Fouriera liczymy amplitude potencjatu
o(k,1)A?
Pk, ) (314)

2 cos TE ’Tk + 2 cos ’}l
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Metody numeryczne algebry liniowej

,Dokfadne” rozwigzanie réwnania Poissona

4) synteza dla jednego wymiaru

! mli
=" &(k,1)sin — (315)
I
=1
5) i wzgledem drugiego wymiaru
I . wkj
SUCEE (316)

132/183



Metody numeryczne algebry liniowej

,Dokfadne” rozwigzanie réwnania Poissona

Dla jednego wymiaru mamy tylko trzy kroki
1) rozktad zrédet

2 < '
jz sin 2o (317)

2) dla kazdego modu Fouriera liczymy amplitude potencjatu

. p(k)A2
@(k)—iz (,Tk (318)
COS 7
3) i synteza
I . wkj
=> o(k) sin —= (319)

k=1
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Metody numeryczne algebry liniowej

,Dokfadne” rozwigzanie réwnania Poissona

Warunki brzegowe wymuszaja jakie mamy funkcje wtasne. To co powyzej
to jest dla statego (zerowego) potencjatu na brzegu.
Dla np. znikania pochodnej potencjatu na brzegu mamy

il . mkj
;=S ®(0) + kgl (k) cos —= (320)
dla syntezy i
2 kj
pk) = 5 D pycos ™ (321)
7=1
dla analizy.
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Metody numeryczne algebry liniowej

,Dokfadne” rozwigzanie réwnania Poissona

Przy okresowych warunkach brzegowych musimy uzy¢ szeregu z sinusami i
cosinusami. Dla kroku syntezy

J/2—1 ‘ .
1. . 2
d; = 5(1)‘3 e Z <I>" ) cos 27k + ®°(k) sinﬂTkj (322)
i dla analizy
p R orkj
(k) = =3 pjeos ——2 (323)
J = J
2 ! ok
pPk) = = j Sin ——
J = J
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Metody numeryczne algebry liniowej

Doktadne rozwigzanie ogdlnego réwnania macierzowego

Mamy uktad réwnan

ajjul  +ajpuy +-- Fa1pUy = Wi
agul  +aguy +--- Fagpl, = W
(324)
aplul  tapuz  +-cc A, = W
apiul  +apg2uy +- - +anppun = Wy

w metodzie eliminacji Gaussa bierzemy np. pierwsze réwnanie i dodajac z
odpowiednim czynnikiem do pozostatych zerujemy np. pierwsza kolumne

ajlul  +ajpu2 a13u3 +-:-- Fapupy = Wi
/ / / /
AUz taguz +--+  HdyUn = W
ahous Fassuz 4. Fas,u, = wh (325)
/ + / + . + / _ /
ApoU2 Ap3U3 Appln = Wy,
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Metody numeryczne algebry liniowej

Doktadne rozwigzanie ogdlnego réwnania macierzowego

gdzie
a1 ai1
/ 7 / 7
Q;; = Q5 — —a15 , Wy =wW; — —wWp (326)
ay a1l

po powtdrzeniu tej procedury n — 1 razy otrzymujemy

a11u1  +ajpuz +aizuz +-c0 Fa1pUp, = Wi
/ / / /
a22u2 +a23U3 + cct +a2”un = w2
" " "
agaUz +--+  +ag,Up, = W3 (327)
n—1 n—1
al iy = w

i teraz ,,0d tytu” kolejno obliczamy w,,, u,—1 itd. do u;
Metoda Gaussa odpowiada rozktadowi macierzy A na iloczyn dwéch
tréjkatnych — gornej i dolnej A = LU.

Do rozwiazania potrzeba %n3 operacji.
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Metody numeryczne algebry liniowej

eliminacja Gaussa

j k
zerujemy a;; dla i > j
0 aij
Qi = Qik — 50k
0 0 ¥
oraz
010 |aj ajk as;
W; = W; — @5 wj
na koniec
1 .. . N
I Qij ik w; — Z QUL
L k=i+1
Wi = ai;
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Metody numeryczne algebry liniowej

Iteracyjne metody rozwazywania réwnan macierzowych

Mamy réwnanie
Au =w (328)

zatézmy jakie$ rozwigzanie u = u(?) i poprzez liniowa operacje wyliczamy
kolejne przyblizenia u(®

w®t) — py @) | ¢ (329)
jesli taki proces jest zbiezny, czyli

lim u® = Pul® + ¢ (330)

p—00
to graniczny wektor u(>) spetnia rownanie

(I - P)ul>® = (331)
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Metody numeryczne algebry liniowej

Iteracyjne metody rozwazywania réwnan macierzowych

jesli
c=Tw (332)
to
T YI-P=A (333)
czyli
P=I-TA (334)
Zauwazmy, ze procedura ta odpowiada catkowaniu réwnania
ou 9
5 Vi = (335)
w jawnym schemacie
u®t) = 4 ®) 4 AtA"W®) 4 pAL (336)
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Metody numeryczne algebry liniowej

Konstrukcja i wtasnosci macierzy iteracyjne;j

Trzeba zapewni¢ zbieznoé¢ procesu iteracji, najlepiej dla kazdego u(®) i
zeby zbieznos¢ osiggana byta jak najmniejsza iloscig iteracji.
i jesli u to rozwiazanie doktadne, to oczywiscie chcemy, zeby

u=Pu+c (337)
zajmijmy sie ,,odchytkami” od rozwigzania doktadnego
P = ) _y (338)
wtedy
Ptl) — p(p) (339)
zeby proces byt zbiezny potrzeba, zeby
|e®PHD] < || (340)
lub tzw. norma spektralna
1Pl = ’iﬁ,ﬁfi <1 (381)
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Metody numeryczne algebry liniowej

Konstrukcja i wtasnosci macierzy iteracyjne;j

jesli s; to wektory wtasne P i p; odpowiadajace im wartosci wtasne, to
mozemy zapisac

n
6(0) = Z ;S5 (342)
i=1
i po p iteracjach mamy
P) — pep=1) — pr(0) (343)
podstawiajac rozwiniecie e(©)
n n
e® = pp Z ;s; = Z aipls; (344)
i=1 i=1
w granicy duzych p
plLIglo P = pP s (345)
gdzie m spetnia
|pm| = max(|p1], |p2l, - - - onl) (346)
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Metody numeryczne algebry liniowej

Konstrukcja i wtasnosci macierzy iteracyjne;j

Dla przestawienia metod iteracyjnych macierz A separuje sie na macierze
diagonalna D, trojkatng gérna U i dolng L

A=D+U+L (347)

dodatkowo zaktada sie, ze elementy D s3 niezerowe, i przepisuje sie
zasadnicze rownanie do postaci

Alu =o' (348)
gdzie
A'=D1A (349)
wtedy
A=1+U+1L (350)
macierz
B=—-{U+1 (351)

nazywa sie macierza blokowa Jacobiego — zauwazmy, ze wartosci wtasne
A"i B (A i ;) spetniaja zaleznosé \; + p; = 1



Metody numeryczne algebry liniowej

Konstrukcja i wtasnosci macierzy iteracyjne;j

Proste schematy iteracyjne otrzymamy przez analogie do ewolucji uktadu

?;; =-Au+uw (352)
z ,krokiem” iteracji At = w, czyli
uPt) = 4@ — L AUP) 4 (353)
lub
Pt = (I — wAY® + wu' (354)

dla przyktadu — réwnanie Poissona na siatce 2D

19}
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Metody numeryczne algebry liniowej

Konstrukcja i wtasnosci macierzy iteracyjne;j

1 1
uc—i(uN—i-uS—i-uE—i-uW): chA2:wC (355)

wartosci wtasne przy siatce I x J spetniaja

1 m 1 s
— Zcos— — —cos~ <\ <
1 5 COS 5 — 5 COS 7 Ai <1 (356)

w metodzie iteracyjnej mamy

1
uf™ = (- wpud) + g +uf) + o) +ud) +owe  (357)

a to ma postac réwnania dyfuzji w ,krokiem czasowym” w/4, i warunek
zbieznosci wymaga zeby
0wl (358)
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Metody numeryczne algebry liniowej
Metoda Jacobiego

jesli potozymy w =1 to

Pt = (1 — ANu® + o (359)
lub
Pt = (L + U )u® + o' (360)
i szybkos¢ zbieznosci
plir& 5P = P~ _ ) — (. —1)elP) (361)
czyli
"‘Sjﬁ), — lom — 1] (362)
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Metody numeryczne algebry liniowej
Metoda Jacobiego

dla réwnania Poissona na siatce I x J

1 7r+1 i
= — COS — — COS —
Hm = 5 COS 7 T 5 COS T

dla duzych [ i J mozemy przyblizy¢

72 72
P 21— —5 — —
4J 41
i w koncu zbieznosé
6e®)|  x2  x?

@] 42 1

(363)

(364)

(365)
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Metody numeryczne algebry liniowej
Iteracja Gaussa-Seidla

jesli liczymy punkty na siatce po kolei, to dochodzac do C' mamy juz
policzone nowe wartosci w punktach S i W

W2 — L@ o) o) G

c =y +u B Fuy )+ we (366)

W ujeciu macierzowym to ma postac
(I 4+ Lu®t) = —p'y®) 4o (367)

lub
u(p+1) _ —(I+ L/)—lU/u(p) + ([+L/)_1w, (368)

szybko$¢ zbieznosci jest lepsza niz w metodzie Jacobbiego, ale niewiele
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Metody numeryczne algebry liniowej
Metoda sukcesywnej nadrelaksacji

wezmy metode Gaussa-Seidla i sprobujemy dobrac¢ optymalny parametr
relaksacji w

(I + wLu®tY) = (1 — w)[u® — WwUu® + wuw' (369)
lub
uPt) = (I 4+ wL) 71 — ) — wU'Ju® + (I +wL)tww’  (370)

optymalny czynnik relaksacji

2
wb:—
1+ 1 —p2,

i sama szybkos¢ zbieznosci

(371)

6P| B 5
‘6(17)‘ - \/ 1- Mo, (372)
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Metody numeryczne algebry liniowej
Metoda sukcesywnej nadrelaksacji

dla réwnania Poissona algorytm ma postaé

1
u(cpH) =(1-w) (cl')) + Zw(“%) + ug’m + u%)) + “%/IIZH)) +wwe (373)

i podobnie dla duzych I i J szybko$¢ zbieznosci

5e®) 1 1
| S
@] ~ "Vaiz T ape

(374)
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Metody numeryczne algebry liniowej
Metoda cykliczna Czebyszewa
najpierw obliczamy w1 w punktach parzystych, w drugim cyklu w
nieparzystych
uPtD) = —wp (L' + U)ul?, + (1 = wp)ulP ™ + wpw, (375)

gdzie v = 0 dla parzystych p i v =1 dla nieparzystch
na dodatek zmieniamy w, na kazdym kroku p

Wy = 1 (376)
1
wp = ———
1—p2,/2
1
Yt 1— p2wp/4
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Metody numeryczne algebry liniowej

szybko$¢ zbieznosci metod iteracyjnych

102
10 metoda -
nadrelaksacji
1
_ —
T |5 metoda .
== 101 Gaussa-Seidla J
el e i
—_— —— 1
E —z| metoda
E 10 “p Czebyszewa 7
z
wQ et
£ 1073 :

50 100 150 200

o

iteracje {p)

istnieja tez metody z przemiennym kierunkiem iteracji.
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Metody numeryczne algebry liniowej
iteracyjne rozwigzane r. Poissona
0’®

Ox? —F

w postaci réznicowe;j

@j_1 — 2(13]' 4 (I)j+1 = Azpj

1 0 0 0 0 (171 P1
1 -2 1 0O O P, P2
01 -2 1 0 Ps | =A? | ps
0 0 1 -2 1]] @ 4
0 0 0 0 1 (I)5 P5
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Metody numeryczne algebry liniowej

macierz iteracyjna

1 0 0 0 0
1 =% 1 0 0
A= 0 1 -2 1 0
0 0 1 =2
0 0 0 1
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Metody numeryczne algebry liniowej

macierz iteracyjna

1 0 0 0 0
1 -2 1 0 0
A=|0 1 -2 1 0
0 0 1 -2 1

|0 © 0 1 |

1 o0 0 0 0]
0 -2 0 0 O
D=0 0 -2 0 0
0 0 0 -2 0
0 0 0 0 1

154 /183



Metody numeryczne algebry liniowej

macierz iteracyjna

1 0 0 0 0
1 -2 1 0 0
A=|l0 1 -2 1 0
00 1 -2 1
00 0 o0 1
1 0 0 o0 0
o -2 0o o0 o
D'=]l0 0 -1 0 o0
o 0o o -1 0
00 0 0 1
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Metody numeryczne algebry liniowej

macierz iteracyjna

1 0 0 0 0
1 2 1 0 0
A=|0 1 -2 1 o0
00 1 -2 1
1 0 0 0 0
00 o0 o0 1 | |
-1 1 -1 o o
—14 _ 1 1
1 0 0 0 0 pmA= 0 -3 1 -3 0
o -3 0o 0 o0 8 8—05(1]—15
=1 _ 1
pDt=l0 0 -1 o0 o
o 0o o -1 0
0 0 0 0 1

154 /183



Metody numeryczne algebry liniowej

macierz iteracyjna

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 ,% 1 ,% 0 0
0 0 1 -2 1 0 0 1 1 1
2 2
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0
0o -1 0o 0 o0 0 0 0 0 0
-1 1 1 1
pt=10 0 -3 0 0 » 2 03 00
0o 0o o0 -1 o0 I-D7"A=] 0 3 (1) 5 (1)
0o 0 o0 0 1 o0 i 0o i
0O 0 0 0 O
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Metody numeryczne algebry liniowej
R. Schrodingera

0 h? 02

schemat Cranka-Nicholsona

Yt =9+ oas(URN - 27T O Uiy - 20 + )
VAL .
— ]T(l/)] o + %- )
ntl A A A W R VAN S
2A2w <1+ XA 2A2wﬂ+1 -
iAt At VALY,
= s+ (1- 55 - 55 + vt
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Metody numeryczne algebry liniowej
R. Schrodingera

np. w przestrzeni X = [0, 10], wezmy N = 1000 (A = 10/N) z warunkami

poczatkowymi
W(0) = e~ 20—70)*A% ik(j—jo) A

i do rozwigzania na kazdym kroku czasowym ukfad réwnan

d a 00 -« 0 0 Yt wo
b di a 0 --- 0 0 [ wy
0 000 - dva a w;@“Q WN—2
0 0 00 -+ b dy. o WN_1

d;j = 1+i[V(jA)/2 + 1/A%| At
=b= —iAt/A?/2

}L{l—i[l/AQ V(jA)/2At} +i($5_y + ¢jq) At/A?/2
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Metody numeryczne algebry liniowej
R. Schrodingera

d;j = 1+i[V(§A)/2 + 1/A%) At
a=0b=—iAt/A%/2
wj = Y1 —i[1/A% + V(jA) /2] At} + (5 + P ) At/A? /2

pamietamy
Uj = Tj1U;j—1 + Yj—1

Tj—1 = - Yj—1 = o B /]
! ajzy+ 6 7 a;zj + B
dla wszystkich 5 > 1.
Warunki brzegowe
_ wy
rj-1 = 3 Yi-1 E
oraz
i = w1 — 1Y
B1 + a1z
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Metody numeryczne algebry liniowej
R. Schrodingera

d;j = 1+i[V(§A)/2 + 1/A%) At
a=b=—iAt/A?/2
wj = Y1 = i[1/A% + V(jA) /2] At} +i(PF_ + ¥F41)At/A%/2

czyli
¥j = zj—1¥j—1 + yj—1
—b _ wj — ayj
U Y e
dla wszystkich j > 0.
Warunki brzegowe
—b WN-1
Tj—2 = K Yj—2 = dn1
oraz wo — ago
Yo = do + axg
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Ruch pojedynczej czastki w polu zachowawczym

Stan czastki w polu zachowawczym E = —V & okresla wektor stanu —
potozenia x = (z,y, 2) i predkosci v = (vz, vy, vz),
Wspotrzedne spetniaja réwnania ruchu

dx

dv e
— =—-——Vo 378
dt m ( )

potencjat ® zalezy tylko od potozenia w przestrzeni (i czasu) — szczegdlnie
stosowny jest schemat skokowy, bo na kazdym kroku wystarczy potozenia i
predkosci wyliczaé naprzemiennie co drugi krok

g = 2" 2 4 2A0" ! (379)

o™ = 1 _ oAt E Ve (e, 1) (380)
m
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Ruch pojedynczej czastki w polu zachowawczym

Ruch czastki w polu zachowawczym ma wiasnosci odwracalnosci w czasie i
zachowania energii. Odwracalno$¢ schematu réznicowego mozemy
sprawdzié¢ postawiajagc At' = —At

Tl = "t oA S Va(an, ) (381)
m
g2 = "4 2At'"!
sprawdzmy zachowanie energii — podnoszac do kwadratu réwnanie
VM At=EM = "l 4 At—E" (382)
m m
to réznica energii kinetycznej pomiedzy kolejnymi krokami

1 1
5Tn(vn+1)2 _ 5Tn(vnfl)2 _ e(anrl _ vnfl) . E"At (383)
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Ruch pojedynczej czastki w polu zachowawczym

i w koncu

2_].

1
Un+1) 5Tn(vnfl)Q _ 5e(l,n+2 _ xnf2) . E" (384)

1
2"
prawa strona jest aproksymacja caftki

n+1
/ E"-dz (385)

n—1

z doktadnoscia do drugiego rzedu.
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Ruch czastki w prostopadtym polu magnetycznym

czastka o masie m i tadunku e spetnia réwnania

dx

— = 386
= (386)
dv e

P

i zastosowanie metody skokowej moze napotkac na trudnosci

orbita kotowa dla
krokdwv parzystych

T

\ \

orbita kotowa
| dia krokéw
! nieparzystych
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Ruch czastki w prostopadtym polu magnetycznym

Rozwazmy zagadnienie dwuwymiarowe stosujac metode niejawna drugiego
rzedu. Niech predko$¢ v = (vg, vy, 0) i pole magnetyczne B = (0,0, B.),
wtedy czestosé cyklotronowa

(387)

w ogdlnym przypadku Q = Q(x, t)
jesli wprowadzimy zespolone wspétrzedne © = v, + v, | £ = x + 1y to
dz dv
= —p 2= 00 388
at ~ oar (388)
i stosujac dla predkosci niejawng metode mamy
" — " = —ip(o" ! 4 07 (389)

gdzie ¢ = QAL/2



Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Ruch czastki w prostopadtym polu magnetycznym

mozna wyliczyé wprost, ze

. 1—¢2—1i2¢ .
n+1l __ n
= 72 0 (390)

jesli to rozpisaé na rzeczywiste i urojone sktadniki

= qb2 2¢
Tl
vy =14 vy + 1+¢2v$ (391)
n+l _ 1-— ¢2 o 2¢ o™
Yy 1 4%*@52 y 1 ‘F’QbQ T

v

aby otrzyma¢ wycentrowane w czasie réwnania to kat ¢ (pole B,)
powinien by¢ wybrany w potowie kroku
At e At At

S =B, (a" + S "+ ) (392)

_ antl/2 _
p=9 - 5
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Ruch czastki w prostopadtym polu magnetycznym

majac predkosci mozna wyliczy¢ pofozenie

At
" =" 4+ (V" + v”+1)7 (393)
metoda jest stabilna dla duzego ¢ >> 1 (nawet dla duzego kroku
czasowego), a rdwniez
1—¢?—i2¢ 1—¢%+i2¢
~n+12 — |nn 2 . . 394
P = P S T g (394)
czyli
"2 = [o™|? (395)

i schemat zachowuje tozsamosciowo energie.
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é
Obliczenia w schemacie czastka-pole

Mozna unikna¢ $ledzenia kazdej pary N2 oddziatywaih wprowadzajac
$rednia site (pole) od czastek zespotu.
drugie z réwnan

dx
7;‘ = v, (396)
R N N k)
dt = mylz, — )3
v#WL
zastepujemy
du), ey
e E(z, 397
& = B (397)
gdzie

u N ey(x —xy)
B =) —— (398)

jest okreslone w kazdym punkcie siatki



Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é
Obliczenia w schemacie czastka-pole

zamiast pola wektorowego tatwiej wyznaczyé potencjat, i wtedy

dv,, e, 0
= . 399
dt my, Oz, (8

i sam potencjat
N
®(z) = 3 2a Z NP (400)

jesli same czastki zastapimy rozktadem ich gestosci p, to potencjat mozna
wylicza¢ z réwnania Poissona

V20 = 47p (401)
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é
Obliczenia w schemacie czastka-pole

aby zapewni¢ doktadnos¢ takiego podejscia jak w schemacie
czastka-czastka krok siatki musi by¢é mniejszy od sredniej odlegtosci
pomiedzy czastkami

L
A << N3 (402)

efektywnie zastepujemy potencjat punktowej czastki potencjatem
,chmury” o objetosci A?

@
1.2
1.0F| e
potencjat
tadunku punktowego 0,81
. potencjat %_:
- chmury fadunku X 0.86r
'y
»
0.4+
.
0,2t
PR lv] 1
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é
Obliczenia w schemacie czastka-pole

wraz ze wzrostem ilosci czastek na komoérke siatki zwigksza sie
prawdopodobiefistwo ze czestka ,przeskoczy” do sasiedniej komorki

sytuacja sie dopiero ,,poprawia” dla duzej gestosci czastek

A (403)

>> 7

W sytuacjach posrednich mozna podzieli¢ przestrzen na bliska (tzw. kula
Debye'a), gdzie czastki oddziatywuja ze sobg, i daleka, gdzie czastka
oddziatywuje z zespotem.
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Bezzderzeniowy model ,czastki w komérce”

Dla kazdej czastki p pamietamy jej potozenie i predko$¢ (.Y, Ufﬁu'vyu)'

przestrzen w ktérej znajduja sie czastki dzielimy na komérki (np. I x j) i
kazdej komérce (7,7) przypisujemy wtasnosci czastek, ktére sie w niej

znajduja
xn—l yn—l
. o . o
= s I = 404
jesli wyliczymy pole w komorce zajmowanej przez czastke p
1 _ el
-1 +17 _1’
E? o= ERaE EE——— JQA ol (405)
—1 -1
gt D %
Yo i 2A
to uzyjemy je do wyliczenia nowych wspétrzednych czastki
_ -2 Cu n—1
vﬁ = "’Z + m—QAtEi”j (406)
I
ottt = o +un2Ae
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Bezzderzeniowy model ,czastki w komérce”

nowa gestos¢ liczymy z nowych wspdtrzednych

» 1 i\f: <rz+1J ) yZH
= LS e _ 5({ J_J) (407)
TR TA A

i w koncu nowy potencjat z gestosci

O + O + @R + @R — 407 = anA?pl (408)

Uwagi:
— warunki poczatkowe
poczatkowy rozktad czastek losujemy z zadanym rozktadem

— warunki brzegowe
stosowne do problemu, ale ostroznie z okresowymi

— jednostki
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Bezzderzeniowy model ,czastki w komérce”

zwykle stosuje sie przeskalowanie

1

_ 2At

o= Wy
~ 4(At)? e
F = E. —
A m
- 2(At)? e
d = O. —
A% m

_ A?

po=r 4men

wtedy upraszcza sie schemat w kazdym kroku
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Bezzderzeniowy model ,czastki w komérce”

~n+1
W

~n+1
Pi,j

Fn+1 n—',—l

i+1,7

ot ot

i= &, 5= g (410)

(I)nl (I)nl

z+1,] i—1,5 (411)

n—1
_(I),J+1+¢)J 1

~n—2 n—1
Yu +Ei,j

=1l ~n
:):M T,

” Z 5 n+1 - ) (Ly,u—i_lj _j)

0 1
1,j—1 4(I)n+1 szn;r

i (412)

4rne?

0—A2

2(At)?2 (413)

i dla stabilnosci metody skokowej potrzeba aby |0| < 1/2
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é

Bezzderzeniowy model ,czastki w komérce”

— ograniczenia
mata liczba czastek, skonczony krok (czasowy i przestrzenny),
niezachowanie energii
ten pierwszy problem mozna czeSciowo ograniczy¢ stosujac ,,chmure”
zamiast ,,czastke” w komorce

al b)
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Problem N ciat z dziataniem na odlegto$é
model PiC 1D

o Sledzimy M czastek (my,x,,v,) w przestrzeni [0, NA) komérek

(ie[0,N))
|

@ potozenie czastki p: i = {
M n

o rozkfad gestosci: p' = x > m,d8 Q%J — z)
pn=1

7

S

T

W=

@ potencjat: 7 | — 207 + O = A2
o, = % €(0) + ZN/Z ! (k) cos 2k ki $% (k) sin 2rhi

Ac N
§(k) = 2 25" i cos 22

O 2 y~N-1 2rrki . o
p°(k) = § LiZo pisin =g d(k) = W
c . on Pn
o przyspieszenie: al' = —G —H =1

@ nowa predkos¢: vt = vt + 2At a”

@ nowe potozenie: )i t? = ! + 2At vp !
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Fast Fourier Transform

FFT

Transformata Fouriera (DFT)

N—1 o
gr=3 e N (414)
=0
i odwrotna
o L ]Vil¢ ik i)
L = — e N
! N k=0 ‘

Mozna to policzy¢ wprost — wymaga N2 operacji (sin i cos)

— koncepcja Danielson&Lanczos (1942)

tez Gauss (1805) i Cooley& Tuke y (1965) Jesli podzieli¢ zbiér pomiaréw
{®;} na p6t — na elementy parzyste i nieparzyste {®;} = {¥;} + {Q;}

Doy =
416
{‘I)2j+1 = () (416)
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Fast Fourier Transform

i27kj
b = Y Dje N = (417)

§=0
N/2—1 — N/2—1 .

= Z Dy e 763 +en =5 Z ®oiire N7 — (418)
§=0 §=0
N/2_1 27kj N/2 1 127rk]

= 3 UeN? ge'F Z Qe (419)
7=0

i2mk (420)

Yk +eNwy, k=0,..,N/2—1
Yy —e N wg , k::N/Q,...,N—l
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Fast Fourier Transform

FFT

A jak wyglada tranformata Fouriera dla N = 17

0
op =Y 0™ = (421)
§=0
Finalnie mamy rekurencyjny przepis na trasformate Fouriera
@ dzielimy zbi6ér pomiaréw na pét (parzyste i nieparzyste) — az do
uzyskania zbioréw jednoelementowych

@ dla zbioréw jednolementowych tranformata jest identyczna z
pomiarem
@ ze zbioréw wspotczynnikéw Fouriera M elementowych liczymy zbidr
wspotczynnikéw 20 elementowy — az do uzyskania zbioru N
elementowego
Uwaga: zbiér pomiaréw musi mie¢ N = 2" elementéw!
Na obrazkach to (algorytm Cooley-Tukey 1965) wyglada tak:
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Fast Fourier Transform

1 signal of = = PP —
16 points |Dll34,é.SI916111;131+13|
2 signals of 4 HH

8 points [024681W1214][135 709 111315

R vy

4 signals of

4 points ||:-4s 1'ﬂ||zc~m 14|15 9

8 signals of v * 211 " 5 *I. \

2 points |0_3||41‘ ~13||311||?1«|

16 signals of Y ll.i Il:‘ 4 -Ii AIATEE

1 point @E 1@@.@@.
FIGURE 12-2

The FFT decomposition. An N point signal 1s decomposed into V' signals each containing a single pc
Each stage uses an interlace decomposition, separating the even and odd numbered samples.
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Fast Fourier Transform

Sample numbers Sample numbers

1n normal order after bit reversal

Decimal Binary Decimal Binary
0 0000 0 0000
1 0001 8 1000
2 0010 4 0100
3 0011 12 1100
4 0100 2 0010
5 0101 10 1010
6 0110 — 6 0100
7 0111 > 14 1110
8 1000 1 0001
9 1001 Q 1001
10 1010 5 0101
11 1011 13 1101
12 1100 3 0011
13 1101 11 1011
14 1110 7 0111
15 1111 15 1111

FIGURE 12-3 ) ) N
The FFT bit reversal sorting. The FFT time domain decomposition can be implemented by
sorting the samples according to bit reversed order.
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Fast Fourier Transform

Time Domain Frequency Domain
- AB|C|D|
- [AlB[c[D[A[B[C]D]
AR KETEE
* slmusold |
R %
[0]eJofslo]=l0]u] -

FIGUERE 124

The FFT synthesis. When a time domain signal is diluted with zeros, the frequency domain is
duplicarted. If the time domain signal is also shifted by one sample during the dilution, the spectrum
will additionally be multiplied by a sinusoid




Fast Fourier Transform

Odd- Four Point Even- Four Point
Frequency Spectrum Frequency Spectrum

FIGUEE 12-5

FFT synthesis flow diagram. This shows
the method of combining two 4 point
frequency spectra into a single 8 point
v spectrum. The =S operation
at the signal is multiplied by a
id with an appropriately selected

Eight Point Frequency Spectrum

FFT wymaga N logys N operacji
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Fast Fourier Transform

algorytm FFT (Numerical Recipes r.

/ /
double sqr(double arg) { return argkarg; }

void swap(double *a, double *b)
{ double t=*a; *a=xb; *b=t; }

void fft( double data[], int N, int isign ) {
int n = N << 1;
int i, j, m;
double theta, wr, wpr, wpi, wi, wtemp;
double tempr, tempi, sqrtN;
int mmax,istep;
j=0; /* bit reversal section */
for( i =0; i <n; i +=2) {
if(j > i) {
swap( data+j, data+i);
swap( data+j+1, data+ti+l );
}
m = N;
while( m >= 2 & j >=m ) {
j = m;
m >>= 1;
I
]

+= m;
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/* Daniel-Lanczos section */
for( mmax = 2; n > mmax; ) {
istep = mmax << 1;
theta = isign * ( 2.0*M_PI / mmax );
wpr = -2.0 * sqr( sin( 0.5xtheta ) );
wpi = sin( theta );
wr = 1.0; wi = 0.0;
for(m=0; m < mmax; m += 2 ) {
for( i =m; i < n; i += istep ) {
j = i + mmax;
tempr = wr*datal[j] - wixdatal[j+1];
tempi = wr*datal[j+1] + wikdata[jl;
datal[j] = datalil - tempr;
data[j+1] = datal[i+1] - tempi;
data[i] += tempr;
data[i+1] += tempi;
¥
wr = (wtemp=wr)*wpr - wi*wpi + wr;
wi = wi*wpr + wtemp*wpi + wi;
¥
mmax = istep;
¥
sqrtN = sqrt( N );/* normalisation section */
for( i = 0; i < nj; i++ )
data[i] /= sqrtN;



Fast Fourier Transform

@ real 1
——————————— t=0
@ imag J

® real

®

==n| ¢ t=A

=

~
&
13}
>

real
W
"

imag

(a) (b)

Figure 12.2.2 Input and output arrays for FFT. (a) The input array contains N (a power of 2)
complex time samples in a real array of length 2N, with real and imaginary parts alternating. (b) The
output array contains the complex Fourier spectrum at N values of frequency. Real and imaginary parts
again alternate. The array starts with zero frequency, works up to the most positive frequency (which
is ambiguous with the most negative frequency). Negative frequencies follow, from the second-most
negative up to the frequency just below zero.
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