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Reprezentacja dyskretna zmiennej ciaglej
ciagla zmienng x okreslong w obszarze X

X = [X1, X5
X1 <r <Xy
X; X )?'2

zastepujemy siatkqg punktéw, dzielac X na J — 1 elementow Az;.

Axy Axy Axg Axg Ax;
| L 1 L ! H ! | | 1

1 2 3 4 i J

i definiujemy wektor {z;}

j—1

J
€ :X1+ZA$V (1)

=1
definiujgc ciagta zmienng x jedynie w weztach siatki j
funkcje ciagla f(z) przyblizamy wektorem { f;} na siatce punktow {z;}

fi = f(z;) (2)

funkcje f mozemy przyblizy¢ za pomoca reprezentacji {f;} w dowolnym
punkcie z; <2’ < x4

ff=cfin+1—-¢)f; (3)
gdzie
' —x;
£= ——— 4
P (4)

w pierwszym rzedzie interpolacji.
Uwagi:

e aproksymacja f* opisuje jedynie ,dlugofalowe” wtasnosci funkcji f

e im wiecej punktow siatki tym lepsza ta aproksymacja
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[logciowo pojecie ,dobroci” aproksymacji okersla sie stosujac technike analizy

fourierowskiej
ciagly funkcje f(z) mozna roztozy¢ na szereg Fouriera

f(ﬂ?)z Z gkei%rk:r/X

k=—o00
gdzie

1 )
gk _ X / f(x)efﬂrrkx/de
X

gk to tzw. amplituda modu Fouriera o dtugosci fali X/k
dla reprezentacji dyskretnej

J
fj _ Z gkeiQTrkj/J

k=1
gdzie amplitudy sktadowych
17 _—
gk — j ijeleﬂ' i/ J
j=1

bo mody Fouriera tworzg uktad ortogonalny

J

) ; o 1ts
2 :67,27rk]/J X e 2nk'j/J _ J(Skk’
J=1

e reprezentacja { f;} opisuje jedynie skoriczony zbiér diugosci fal



e istnieje graniczna dtugos¢ fali (A) ponizej ktorej zadne efekty nie daja
sie opisac

e reprezentacja { f;} stanowi ,dlugofalowe” przyblizenie funkeji f(z)



Pochodne réznicowe w przestrzeni

Pochodna df /dz informuje o zmiennosci funkcji w punkecie, pochodna rézni-
cowa musi wiec wigza¢ ze soba sasiednie wezty siatki.

Niech aproksymacja pierwszej pochodnej w wezle j siatki bedzie

N, gy =Tt (10)

oczacujemy jakos¢ tej aproksymacji.

Dla modu fourierowskiego

u = ge'*” (11)
pochodna ma postaé
d )
dﬁ = ikge™™ = iku (12)
x
za$ pochodna réznicowa
ikxj+1 _ ik/‘w]‘,1
ALy =9 2Age (13)
alezj 1 =2, +Aixj =2 — A
wiec
. ) ) 1 ) .
A/mu — % (ezk(mj—i-A) . ezk(m]-—A)) _ %ezkzji (ezkA i e—zkA> (14>
a zatem



21U

Alu = x sin kA (15)
dal matych kA jest to dobre przyblizenie, poniewaz
in kA
lim SRS (16)
A—0

jesli rozwiniemy ten wynik dla matych kA

k2A?

- 3
Alu= % <kA — (kﬁ) + O(k5A5)> = uk (1 -

+ O(k4A4)> (17)
1 ostatecznie

2 A2
Al = (1 — k? + O(k4A4)> ddx (18)

e operator réznicowy dziala z doktadnoscia do wyrazéw drugiego rzedu
wzgledem kA

Dla drugiej pochodnej prosta aproksymacja moze by¢é

A

fin = 2f5+ fia

Agfj - A2 (19)
i analogicznie dla modu Fouriera ge**
du ik 2 ika 2
3= o (967) = —gkPe = P (20)
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i dla operatora réznicowego drugiego rzedu

Ag’u, = % (eik(IjJrA) - 2€ik1j + ei]g(xj,A))

2gethti /1 1 . 2
Alu = gZQ (e’kA + —eTRA 1) = KZ(COS kA —1)

i rozwijajac dla matych kA

p 2u E2AZ  EAAY 6 A6
Awu_N<1—2+ 51 — 14+ O(k°A®)
2A2
Ay = —K*u (1 — klﬁ + O(k4A4)>
1 ostatecznie
" k2A2 4 A4 d2
JAVES <1— B —f—O(k:A )>dx2

(23)

(24)

(25)

e operator drugich réznic jest doktadny do drugiego rzedu wzgledem kA



Ogoélne sformulowanie zagadnienia poczatkowego
Z zagadnieniem poczatkowym mamy do czynienia tam, gdzie uktad okreslony
przez wektor stanu u(r,t) w obszarze przestrzeni R = R(r) i znamy warunki
poczgtkowe v = u® w chwili t = 0 i u jest okreslone na powierzchni S w R
dla wszystkich czasow ¢
Stan uktadu dla wszystkich czasoéw ¢ mozemy otrzymac w postaci rozwigzania
zagadnienia poczatkowego
du
= Lu (26)
L jest nieliniowym operatorem

e algebraicznym — dla rownan rézniczkowych zwyczajnych
e przestrzennym — dla réwnan rézniczkowych czastkowych
Przyktady:

a) jednowymiarowy oscylator harmoniczny

d?x k
- _ 2
dt? mx (27)

mozemy zapisa¢ jako uktad réwnan pierwszego rzedu

dx

b — 28
7 v (28)
dv k
= - - 29
dt mx (29)
W naszej notacji zapiszemy to tak
u(t) = (z,v) (30)
oraz
0 1
= () -



warunek brzegowy (poczatkowy) domyka problem

u(t =0) = (xo,

b) przewodnictwo ciepta w jednowymiarowym precie

?Jo)

0

or o or
ot Ox or
i po ,naszemu”
u(z,t) =T
oraz 5 8
I = 2 2
9z Oz

1 warunki brzegowe i poczatkowe

w(r = xp,t) =
u(r = xR, t) =
u(z,t=0) =

Wréémy do ogdlnego zagadnienia

du_

“w_r
ar

Calkujemy je krok po kroku w czasie (na siatce czasowej)

n=0 n=1 n=2
| - 1 |
r:

n
=Y At,
v=0

catkujac wiazemy warto$ci wektora u w kolejnych krokach czasowych

10

(32)

(34)

(35)

(39)

(40)



tn+1
u"t ="+ / Ludt (41)
tn

wyrazenie pod calka z prawej strony mozemy rozwinaé

e p—1 dr 25/7"

u"t ="+ / > l(Lu)] — 4+ O0(t"?) ¢ dt’ (42)

= |dtr o T
tn
i scatkowaé¢ wyraz po wyrazie

p r—1 A"

Uttt =ty [dtr—l (Lu)] ( r') + O((At)P*t) (43)
r=1 tn :

ograniczmy sie do wyrazoéw drugiego rzedu

d At)?
u" = u" + Lu" At + | —(Lu) (A1) (44)
dt m 2
pozostaje obliczy¢ pochodna po prawej stronie
" =" 4 Lu™(1 — ) At + Lu" e At (45)
ogoblnie 0 < e <1 a doktadnos$é drugiego rzedu utrzymujemy gdy € = %
dla ¢ = 0 méwimy o metodzie jawnej
"t = (I + AtL)u" (46)
oraz dla € # 0 o metodzie niejawne]
(I — eAtL)u"™ = (I + (1 —e)AtL)u" (47)
i w konicu
u" = (I —eAtL) (I + (1 — e)AtL)u" (48)
lub
"t = T(At, A)u" (49)

Wymagania stawiane réznicowemu rozwiazaniu zagadnienia poczat-
kowego
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1)

Zgodnos$¢ aproksymacji roéznicowe]

TAt, A) =1
lim limL

At—0 A—0 At =L (50)

przy zachowanym skonczonym At/A
Doktadnosé aproksymacji réznicowej

— btad obciecia
— blad reprezentacji (zaokraglenia)

Stabilnosé schematu réznicowego

w najprostszym przypadku gdy u jest wielkosciag skalarna, btad na kro-
ku n niech wynosi €”, w kolejnym kroku

5n+1 — ggn (51)

warunek stabilnosci wymaga, zeby |e"| < |e"| czyli

lg <1 (52)

Uwaga:
w niektorych sytuacjach (rozwigzania szybko rosnace) mozna dopuscié
zlamania tego warunku

Dla uktadu N réwnan rézniczkowych nalezy zdefiniowaé¢ wektor btedu
€™ 1 macierz wzmocnienia GG

" = Ge” (53)
zwigzana z operatorem catkowym T'(At, A)

w4 e =T (" + ) (54)

gdy T jest operatorem liniowym to T' = G, ogélnie (dla matych btedow)
mozemy zlinearyzowac

12



T(u" +€") =Tu" + {;u(Tu)}n "

odejmujac rozwigzanie ,doktadne” u"*! = Ty

0
n+1 __ n
" = {8u<TU)}n6

1 macierz wzmocnienia

8un+1
G _ [
w =
oun

warunek stabilnosci sprowadza sie do zadania

n+1 n
€1 < el
czyli aby wartosci wlasne macierzy wzmocnienia |g,| <1

4) Efektywnosé schematu réznicowego

13
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Calkowanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych
Rozwazmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne

du
dt
gdzie u = u(t), oraz warunki poczatkowe

+ fu, 1) =0 (59)

u(t®) = u° (60)
rownanie to mozna scatkowaé na siatce czasowej

tn+1
W = / Fu, ) dt (61)
t’n/
w przedziale czasu At = " — ¢

a) Metoda Fulera pierwszego rzedu

metoda jawna, pierwszego rzedu, prosta i efektywna

"t =" — f(ut )AL (62)

co ze stabilnoscig — zaktadamy, ze u™ jest obarczone bledem " i liczymy
blad u™t!

WL e — gt e F((0h €M), ) At (63)

dla matego €™ rozwijamy funkcje f wokot u”

14



of
n ntn — ntn
flan 2t = ) + S
stad
of
n+l _ n n n
e =¢ —8unAt6 + O(e")

i wspotezynnik wzmocnienia dla schematu Eulera

i pamietamy warunek stabilnosci |g| < 1

Przypadek I: rownanie typu rozpadu — df /0u > 0

du u
bk
dt+7'

gdzie 7 > 0 i warunek poczatkowy u(0) =1

rozwigzanie analityczne znamy
—t/T

u==e€

poniewaz J0f/0u = 1/7 to warunek stabilnosci

of
=11— =LAt <1
9 ' G| <
At < 271

wyniki dla r6znych At

15
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U

At=0,1

e

rozwiazanie
dokfadne

{¢A£>2,0
/ niestabilne

At=2,0

- stabilne
neutralnie

Przypadek II: rownanie typu oscylacyjnego (0f/Ou jest urojone)

rownanie

mozna rozpisacé

lub oznaczajac u = x + v

wspotezynnik wzmocnienia

1 warunek stabilnosci

9> = 1+’

d*z 9
w—i—wx:
d

d—j—wv = 0
d

d—;}+wx =0
d
di;%—@'wu:()

g=1—1iwAt

ofl?
At)? <1
ou (A1)" <

16
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dla kazdego At NIE JEST spetniony!

Uwaga: zwykle (gdy 0f/0u zalezy od u) krok At dobiera sie na kazdym
kroku, zeby spetni¢ warunek stabilnosci.

b) Metoda skokowa

metoda ,centruje” w czasie calkowanie, uzyskujac doktadnosé¢ drugiego
rzedu

Fr
it
£ /]I:‘(/{
/’ i
JI ///‘/K//
| / /
|
|
I
I
|
I
s

u"tt = = f(ut ) 24t (76)
un+2 = " — f(u”“, tn-i—l) 2At (77)
ale

— potrzebne sa warunki poczatkowe u® = u(0) oraz u' = u(At)

— problemy w przypadkach nieliniowych (ze zmiennym krokiem cat-
kowania)

stabilnos¢ liczymy analogicznie (powiazane sa ze soba bledy na trzech
kolejnych krokach)

gl =gn=t — gi: 2At " (78)

a stad

17



of
2=1- | 2At
g 9u|_ g (79)

i podstawiajac o = 9f /Oul|, At

g=—-atva?+1 (80)
i warunek stabilnosci jest speliony (marginalnie — |g| = 1) tylko dla
urojonego a =i gdy g <1

dla réwnania oscylatora § = wAt < 1 czyli

1
At < — 1
t< - (31)

Warto przeanalizowa¢ zachowanie sie schematu skokowego na przykta-
dzie réwnania typu rozpadu du/dt + u/7 = 0

oznaczajac zmienng u w parzystych punktach siatki czasowej jako &, a
w nieparzystych jako ¢, wtedy

2A
f?n _ 5271—2 o 4:271—17Zf (82)
-
2At
C2n+1 — €2n71 . €2n7 (83)
-
rownania te odpowiadajg rownaniom rézniczkowym
S
— 4+ = 4
dt + T 0 (84)
SRS
— 4+ = 85
dt + T (85)
odejmujac i dodajac te rownania stronami, otrzymujemy
d
dt T
d(€ — _
-0 _€-0 _, .

dt T

18



pierwsze z rozwiazan to to o co nam chodzi, a to drugie — to rozwiazanie
,numeryczne” (ekspandujace od wartosci u® — u!)

c) Jawna metoda dwustopniowa

wstepny etap wylicza wartos¢ u w posrednim czasie t"+1/2

A
WV =t = () (53)
etap glowny
unJrl — " — f(un+1/2’tn+1/2)At (89)

analiza stabilnosci daje

5”+1:6”—8—f At{l—af At

u 2} = (90)

n

i wspotczynnik wzmocnienia

1
g:1—a+§a2 (91)
gdzie (jak zwykle) o = Of /Ou|, At

dla 9f /Ou > 0 stabilna dla matych krokéw czasowych

19



2
< =
A< o

i marginalnie niestabilna dla o urojonego
d) Metoda niejawna drugiego rzedu
catke z prawej strony (57) liczy sie jako $rednia (w czasie) funkcji f
pomiedzy t" a t"*1
At
Wt =t = [f )+ ft e S (93)

A

i wspotezynnik wzmocnienia

of | At Of At
I ou| 2 oul, . 2 (94)
czyli
1- 9} 4t
U, 2
9= of| A (95)
L+ Gl 2
lub jak zwykle podstawiajac o = 9f /Oul|, At
1—a/2
I = 1+ a/2 (96)

stabilna dla dowolnego a > 0 lub urojonego

20



e) Metoda Adamsa-Bashfortha

"t =" — ; {Sf(u",t") — flu" t"_l)} At (97)

jej wspolezynnik wzmocnienia

1 3 1 /9
— > _Za+ /a2 —at1 98
g 5 4a 5 4a o+ (98)

stabilna dla At < 1/(9f/0u)|, marginalnie niestabilna dla « urojonego
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Metody Rungego-Kutty
ogolnie, to rodzina schematow catkowania

Wt = ut ALY ki (ut At (99)
i=1
j=1 j=1
jesli b;; = 0 dla j > ¢ to nazywa si¢ metoda otwartq i jej rzad wynosi

maskymalnie r
w przypadku przeciwnym — metoda zamknieta — rzad maksymalnie 2r
najczesciej uzywana jest RK4 (czwartego rzedu)

1
= AL (o 2k + 2 + Ky) (101)
Klo= fm ) (102)

1 1

1 1
k3 = f (u” + §k:2At, "+ 2At> (104)
kA = fu" + ksAt, 6"+ At) (105)

wspotezynnik wzmocnienia g =1 — a + %oﬂ — %043 + 2—14a4

stabilna dla At < 2.8/(0f/0u)|, dla obu typéw rownan
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Réwnania zachowawcze w fizyce osrodkéw cigglych

e zachowanie energii

energia w objetosci V/

/// e(z,t)dV (106)

strumien przez powierzchnie S

# q-ds (107)

S

zmiana energii w objeto$ci V' réwna jest strumieniowi energii wptywa-
jacej do tej objetosci (przepltywajacemu przez S)

;/ﬂg(m,t)de—#q'ds (108)

czyli

/V/<gi+v-q>dvzo (109)

jeslie < T'i g ox VT to mamy

oT
_Vv. T = 11
5 V.- KV 0 (110)

e zachowanie masy

strumiert masy przez element dS to pv - dS

;/V//pdvz—zz%pv-ds (111)

co daje rownanie zachowania masy (w postaci zachowawczej)

ap

C v = 112
8t+v pv =0 (112)
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e zachowanie pedu

catkowity ped w kierunku X

/// pv, dV (113)

sktadowa v, rosnie dzieki konwekcji pedu i dziataniu ci$nienia

#(pvxv + pé,) - dS

(114)

czyli zachowanie pedu w kierunku X daje

gt///p% dV = — /// V - (pvgv + péy) dV (115)

czyli
0pu, .
5 V- (pvav + péy) =0 (116)
i tacznie z réwnaniami dla pozostatych kierunkow
dpv
W%—V-(pvv—{—p[):O (117)

zachowanie tadunku elektrycznego

strumien to gestos¢ pradu przez powierzchnie

aat/v//pdvz_iégj.dg (118)

czyli

dp .
— -9 =20 119
5 TV (119)
ale z prawa Gaussa V - E = 47p/e

24



oF 4wy
V. ( n ?) - (120)
czyli to co w nawiasie jest rotacja pewnej wielkosci

oF  Amj
— 4+ —= = B 121
ot + € VX (121)

e zachowanie strumienia magnetyczneqo

z prawa Faradaya strumien magnetyczny przez powierzchnie S jest cal-
ka pola elektrycznego po jej obwodzie

;//B-dS:—ygE-dl (122)

1 z twierdzenia Stokesa

0B
— +VXxE=0 123
jak wida¢ wszystkie z w/w zasad zachowania mozna przedstawi¢ w tzw. po-
staci zachowawczej
Ju

gdzie ,strumien” f = f(u) (oczywiscie u = u(x,t))

25



Zwiazek dyspersyjny dla zjawisk fizycznych

Roéwnania rézniczkowe czastkowe wiaza punkty w czasie i przestrzeni. Proste,
liniowe wtasnosci tych réownan mozna opisaé przez zachowanie sie fali w czasie
i przestrzeni, rozwazajac pojedyricza fale (mod Fouriera)

u(x,t) = ae'@tke) (125)

po podstawieniu do rownania opisujacego zjawisko otrzymujemy tzw. zwiazek

dyspersyjny
w=w(k) (126)

czyli zwigzek pomiedzy charakterystyczng skalg czasowa a dtugoscia fali zja-
wiska opisywanego przez réwnanie
e rownanie falowe
rownanie falowe

¢ a0 _

BT ) 0 (127)

po podstawieniu &(z, ) = £e'“152) otrzymamy zwigzek dyspersyjny

—w? +EVE=0 (128)
lub 5 9 )
m m
T T VE W, (129)

e rownanie adwekcyi

opisuje sytuacje, gdy wlasnosci np. cieczy sa unoszone przez ciecz — np.
unoszenie masy

9p
—4+V-pr=0 130
5 TV P (130)
rozpisujac iloczyn pod pochodna
0
afi—l—v-Vp—i—pV-U:O (131)
lub g
o
bl V-v=0 132
A (132)

26



gdzie
d 0
a otV

to tzw. pochodna substancjalna (Lagrange’a)

(133)

dla cieczy niescisliwej (V - v = 0) mamy posta¢ rownania adwekcji

dp Op
W_9 1 Tp=0
a "ot UV
podstawiajac mod Fouriera p = pe!“=**) otrzymamy
w = kv
lub
2r 2 A

T = = — = —
w vk v
rownanie dyfuzji

w najprostszym (jednowymiarowym) przypadku

o oo 0

podstawiajac u = we'“@**?) otrzymamy
iw + kk* = 0
czyli
w = ikk?
czestosé jest urojona, czyli mod zanika w skali czasowej

2T
T = — —

2 A2
iw  kk? 27k

rownanie eliptyczne

roOwnania typu Laplace’a i Poissona
V2d = —p

27
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opisuja uktady statyczne, lub zakltadajace natychmiastowe rozchodze-

nie sie informacji
W — 00

lub
7—0

og6lnie réwnanie drugiego stopnia mozemy zapisac

0*® D*® 0*® o® 00
b d— +e—+ fO+g =
50z T 0omay T o T 35E+68y+f +9=0

i klasyfikuje sie je na
hiperboliczne gdy % — 4ac > 0
paraboliczne  gdy % — 4ac =0
eliptyczne gdy b* —4ac<0
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Calkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania dyfuzji
chcemy scatkowaé rownanie

ou 9*u

k=0 145
ot " ox2 (145)
uzywajac schematu Eulera mamy
uj+1 =ull + F(uj_l —2u} +uf,) (146)
u'.n+1
T nt1—>o e -
: i \
i Lo X
i~1 / 1
¥ ———

wyliczmy wspoélczynik wzmocnienia dla przestrzennego modu Fouriera

u = 0(t)e*? (147)
podstawiajac mamy
. . At : . 4
i\[/n+1€lkx]’ — anezkxj + KA2 Ia’n(elkl‘jfl _ Qezka:j + ezk:}cj+1) (148)
czyli
2cAL /1 . 1 _.
4 — g {1 n 22 <2€7,kA n §e—zm B 1)} (149)
i wspotczynnik wzmocnienia
kAL
g(At, AJk) =1+ 2F[COS(]€A) —1] (150)
lub A A
4kAt
g(At, Ak)=1— D sin’ <2> (151)
zeby spetié |g| < 1 dla kazdego k musi zachodzi¢
KAt
4 2 2 (152)
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czyli
2

A
At < 05— (153)

doktadnos¢ metody Eulera jest O(At) + O(A?)
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Calkowanie jawne pierwszego rzedu réwnania adwekcji
zrobmy to samo dla réwnania adwekcji

ou ou B

o v =0 (154)

na dyskretnej siatce w pierwszym rzedzie mamy

vAt

+1 _
uit = uy — E(u}‘“ —uj_;) (155)
u;.’""
11—
th
| At

VAL
22 -1

e

J—1

podstawiajac przestrzenny mod Fouriera

vAL

an+1€ikzj _ aneikzj . A un(eikl‘j+1 o 6ik1?j—1) (156)
Al = g {1 it sin(sz)} (157)

jesli @ = (vAt/A) sin(kA) to wspotezynnik wzmocnienia
9> =14 o (158)

i schemat jest niestabilny
sprobujmy zastapi¢ uj przez $rednig z sasiednich punktéw w przestrzeni

w1 _ L vAt,

u; = 5(“}11 + U?A) - ﬂ(ujﬂ - U?A) (159)

taki schemat nazywa sie schematem Laxa
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krok
t n+1 = e

czas

krok
nc

dla przestrzennego modu Fouriera

"t = a" {cos(kA) — ZUAAt sin(kA)} (160)

i amplituda wspotczynnika wzmocnienia
At\?
9 = cos2(kA) + (”A) sin? (kA) (161)

lub
lg|? = 1 — sin®(kA) {1 — (”ﬁt) } (162)

warunek stabilnosci bedzie speliony dla

[vAt|
<1 1
= (163
czyli
At < a (164)
[l

dla réwnan hiperbolicznych to tzw. warunek Couranta—Friedrichsa—Lewy’ego
Dyspersja i dyfuzja na siatce réznicowej

Dlaczego metoda Eulera dla adwekcji nie jest stabilna a Laxa tak — obie sg
pierwszego rzedu, obie nie sa wycentrowana w czasie.

przepiszmy schemat Laxa do postaci

~(u] I u; N+ ~(u] I 2u; + u; 1 (165)
= (U —2uf +uf ) — (U, —ul )
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odpowiada to schematowi drugiego rzedu dla rownania rézniczkowego
ou N At Pu A% Q% N ou
—_— —_— _— . /l)i
ot 2 0t2  2At 0x? ox
drugi czton powoduje niestabilnosé, trzeci stabilizuje, zeby zapewnié¢ stabil-
nos¢ potrzeba aby

=0 (166)

AR At
> — 2 167
oAt = 2 (167)
dla modu Fouriera liczbie falowej k i czestosci w ~ vk
A
At < — (168)
[l

To co powyzej dotyczy stabilnosci schematu, ale to nie wszystko. Jakie sa
wlasnos$ci numeryczne schematu zwigzane z dyfuzja i dyspersja rozwigzania
— mozna to analizowa¢ przy pomocy zwiazku dyspersyjnego.

w=w(k, A, At) (169)

podstawiajac mod Fouriera u(z,t) = @e’“***) do réwnania rézniczkowego
(adwekgji) otrzymamy

w = vk (170)

w jest rzeczywiste, nie ma ani dyfuzji ani dyspersji
w schemacie roznicowym (Laxa)

vt
A

ﬂei[w(tn+At)szj] — ;ﬂei(wtk:pj) {(eikA + efikA) o eikA o eikA)} (171)

po skréceniu
Bt = cos(kA) — UAAtz sin(kA) (172)
og6lnie w jest zespolone: w = 44y i poréwnujac czesci urojone i rzeczywiste
w zwigzku dyspersyjnym otrzymujemy
vAt

tg(QA1) = 1 tg(kA) (173)

At\?
e A = cos?(kA) + <UA> sin?(kA) (174)
dla vAt/A =1 jak dla réwnania rozniczkowego v = 01 Q = vk

dla matych liczb falowych (dtugich fal) dyfuzja i dyspersja jest (moze by¢)
akceptowalna, dla duzych k (krotkich fal) jest znacznie gorzej
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dyspersja

vAL
7‘-—0,25

3n

84

L

-

liczba falowa &

. v—é!=‘l,0

8d
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vAL
7—2,0

(niestabilne )




Zasady zachowania na siatce réznicowej
Rozwazmy pewien prostokatny obszar R ograniczony przez brzeg B i dzielimy
go na zbiér I x J elementarnych komorek o objetosci AV kazda.

/“-“‘*--_-—-ﬁ.
\\

> oz

o5

ko

3

nork
+ oF

/
}( \
\EEHEEEE

\

e =m0

catkujac réwnanie zachowacze

ou
— . P— 1
6t+v f=0 (175)

po kazdej komorce czasowo-przestrzennej C' (z brzegiem, A)

gntl trtl
///g::dth:—///V-dedt (176)
o C o C

czyli
gt
//u”HdV—//u"dV:—/ygf-det (177)
C C A

jesli oznaczymy wartosci ,globalne” (w komorce)

AV @l = //u” dv (178)

C

i strumienie przez poszczegdlne powierzchnie

> Fu=¢ieds (179)

a={E,N,W,S} A
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to

att =g — Alt > Fuijdt (180)
«
in
taki schemat jest schematem zachowawczym (niezaleznie od sposobu wylicza-
nia strumienia) — jesli réwnanie rozniczkowe zachowuje [, u dV to i schemat
réznicowy zachowuje te zmienne
zauwazmy, ze np.
Frij = —Fwiy1 (181)

to sumujac po calym obszarze R
J I J e 1
Yodartt =" -y / INTRLR (182)
i=1 j=1 i=1 j=1 B 2,
Metody zachowawcze dla réwnan hiperbolicznych
dla przypomnienia réwnanie hiperboliczne

ou 87f_

g =0 183
ot + ox (183)
e zachowawcza metoda Laxa
1 At
n+1 n n n n
ujtt = §(Uj+1 +uj ) = (fif — fzel)ﬁ (184)
jesli f = vu to mamy réownanie adwekcji, i warunek stabilnosci At <

Aol

dla przykitadu weZzmy réwnania opisujace rozchodzenie sie spolaryzo-
wanej fali elektromagnetycznej

0B oE
o = 0 (185)
oE 0B
o %% =0 (186)

gdzie E = E,, B=cB, (i c=1//o0)
wstawiajac w metodzie Laxa v = (F, B) i strumien f = (¢B, cE) mamy

1 cAt

Ejtt = §(E§L+1 +E ) = (Bl — Bz'n—l)ﬂ (187)
. 1, . . . CAL
B o= i(Bj-i-l + Bj—l) - (Ej+1 - Ei—l)ﬂ (188)
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podstawiajac mod Fouriera

otrzymamy macierz wzmochnienia
B cos(kA) =eBt gin(kA)
G= =Bt sin(kA)  cos(kA) (190)
1 wartosci wlasne
2 At 2
[cos(kA) — g]> = & (AQ) sin2(kA) (191)
czyli
icAt
g = cos(kA) + wA sin(kA) (192)
obie daja
2 A 2
g2 = 1 — sin?(kA) [1 S (Aj) 1 (193)
i jak ostatnio
A
At < — (194)
c

ale dla przypomnienia — metoda nie jest wycentrowana w czasie i po-
jawia sie czton destabilizujacy — konieczno$é ekstra dyfuzji i w efekcie

rozmywanie rozwigzania

zachowawcza metoda skokowa

sprobujmy wycentrowaé¢ w czasie schemat — jak w metodzie skokowe]

At

1 -1
Wit =i = (i
gdzie fi' = f(u}), i w nastepnym kroku
At
2 1
U;Lil = U?ﬂ - K(fﬁ:rz
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krok _ s
nt+1 -

v

o} |
cras o : i
e | F

=

n 7 .
T /=1 ! 1
At [
!
|

uﬂ—?

¥ —

Y

n—1

w najprostszym przypadku (f = vu) mamy wspotczynnik wzmocnienia

@ =1- iQAAtU sin(kA)g

czyli

g=1iatv—-a?+1

(197)

(198)

gdzie a = (At/A)vsin(kA), dla |a] < 1 mamy |g] = 1 czyli (jak

zwykle)

A
At < —
[0]

Dwustopniowy schemat Laxa- Wendroffa

krok pomocniczy — jak w metodzie Laxa

n+1/2 . ]- n n At n n
Uit/ = 5(% + uj+1> - ﬁ( G+l T fj )

stad wyliczamy strumienie w punktach ,potowkowych”
n+1/2 n+1/2
Jijp =1 (“j+1/2)
oraz krok gltowny

n+l _ ,n At <fn+1/2 B fn+1/2)
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7 X 7%
// \\ // \\
/ b s N
" A \n/ X
; R 2 el
=1 =3 i (i3 1
—_—

— — — = Krok pomocniczy

———= krok gtowny

t L. n+1/2 . . t
wartoscl Uj+1/2 nie sg pamigtane

stabilno$¢ dla f = vu dostaniemy podstawiajac mod Fouriera

g=1— ”Z‘t {isin(k:A) - “AAt[cos(m) - 1]} (203)
lub jesli o = vAt/A
g =1—iasin(kA) + a*[cos(kA) — 1] (204)
i modut
lg? =1 —a?(1 — a®)[1 — cos(kA)]? (205)

i znowu — stabilny schemat dla o < 1, i stad

At < A (206)

~ [l

zauwazmy, ze dla o < 1 wspotezynnik wzmocnienia jest mniejszy od 1,
czyli krotsze mody Fouriera zanikja, ale

4 A4

lg|> =1 —a*(1 — a?) + O(K*A%) (207)

dyfuzja numeryczna jest efektem dopiero czwartego rzedu (niewielka
dyfuzja jest zwykle korzystna)

e Przyblizona metoda drugiego rzedu
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jesli zachowaé¢ drugi wyraz rozwiniecia w szereg Taylora

Ou ?u\ (At)?
n+l __ . n
U =u +(8t>nAt+<8t2>n 5 (208)

i dalej

ou ou ou At
n+l _ , n e - | == _
e () 2 |(3) - (3) )T e

i dla zachowawczych réwnan hiperbolicznych mamy

n n 3 At n n 1 At n— n—
it =l — <2 +5> ﬂ( e fi) (2 +€) ﬂ( o — 75

(210)
dla jakiegos maltego ¢
wspotezynnik wzmocnienia dla f = vu
g =g—(3/2+¢e)iag + (1/2 + ¢)ia (211)
gdzie o = (vVAt/A) sin(kA)
dla |a| < 1/2 otrzymamy |g| < 1 jesli
Loy 14 4
e>—a"+ -a" +0(a") (212)

4 2

np. dla At = %% potrzeba aby e > 3/32
kosztem matego At mozna wybraé¢ dowolnie mate € i przez to dowolnie
zblizy¢ sie do doktadnosci rzedu drugiego
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Wielowymiarowe metody jawne
W przypadku N wymiarowym schemat Laxa ma postaé

n+1 1 Y n al n n At
U :ﬁ ZNuoz_z:l(fa_f—a)m (213)

gdzie o odnosi sie do 2N sasiadujacych komoérek w N wymiarach przestrzen-
nych

== g i)
FMN
__$ Fa: ]
A
| I
i p AN e
1 I
1
e i T i 3 i
4 Ak B i o i 6 e 1.2 W U
N = Ing
~d ‘tr-'»’-
- 4
s 1 S =
b \’ I I L I..‘ g
1 1 ] ! '

o 2
1
t

f ] g
-_I.:l s
¥

———» adwekeja
~—» dyfuzja numeryczna

w analizie stabilnosci (np. w dwoch wymiarach) podstawiamy u = @et=*+ikyy

i np. dla réwnania adwekcji f, = v,u i f, = vyu

n 1 n n n "
untl = = (Uz‘JrLj U T Ui T “i»j*1> (214)

i 4
ZAAtvf”’ (u?—&-l,j - “?—M) - QAAtvy (U?JH B uzj_l)

oznaczajac 6, = v,At/A, 0, = v,At/A\, a = kA1 = k,A mamy

1 1
g:§COSOz+§cosﬁ—i(9$sina—i9ysin5 (215)
oraz
1
lg]> = 1— (sin®a +sin®B) {2 — (6% + 95)] (216)

— “(cosa —cos )? — (0, sina — 6, sin 3)?

4
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warunek stabilnosci bedzie spelniony, gdy
1
3 (02462)>0 (217)

lub A
At < 218
T (@) V2 21
w innych schematach moga sie pojawi¢ problemy ze stabym sprzezeniem siat-
ki w réznych kierunkach — moze si¢ okazaé¢ konieczne stosowanie sztucznej

dyfuzji ,po przekatne;j”

I ]
]
- -6 &=~
, I H
—_—— — FN
- £
1
FN r —-r=n
s e ! oy NwW | N NE! ! !
1 - At B -—
. I3 1 1.3
! ! N ! i __| o
o 3 5 MNW, Tane
3 4 3 T . FW = |FE
1 Wi 1 TE] 1]
¥y lrw lw c E IFE | | Msw MSE
1 2 11 2 1 A 1 SW | S SE! s
oo 3l Mlodeh o
5 L R R |
L F 5 &-—-
3 4 3 ; 4 ] A .
1
- Fai FS
1 & i
I : ki
I 1
@ 2
' ] ! —= adwekcja O czasy parzyste
O czasy parzyste ~ dyfuzia % czasy nieparzyste
X czasy nieparzyste ® wspofczynnik
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Metody dla ré6wnan parabolicznych
ustalmy uwage na réwnaniu dyfuzji

ou  0%u
R
ot Ox?
e metoda jawna pierwszeqo rzedu
il . kAL
uj+ :uj+7A2(]+1 2u +u
jak juz wiemy, stabilne dla
1 A?
At < — - —
2 K

e metoda niejawna Cranka-Nicholsona
analogiczna do metody niejawnej drugiego rzedu
kAL

u'r‘H—l — un + (uﬂ+1 2 n+1 + un—i—l)

J J 2A2 j+1

kAL

podobnie, wspotczynnik wzmocnienia

1-— QZ%t sin (

g:
1+ 22%'5 sin (

)
)

Wiwﬁ

i metoda jest bezwzglednie stabilna

e niestabilna metoda skokowa

KA

Wt = 22 (- 2+l )

J J A2

ale dla niej wspotczynnik wzmocnienia

g=—-atVvat+1

At (m)
o = S111 7

gdzie

AZ

jest zawsze niestabilna
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2A2<]+1 2u} +uj_ )

(219)

(220)

(221)

(222)

(223)

(224)

(225)

(226)



e metoda Duforta-Frankla

wezmy nastepujaca modyfikacje metody skokowej

utt = 4 QLAt [

j j Az Wi~ (™ ™) (227)

mozna przeksztatci¢ to do postaci jawnej
1 -« o
n+l __ n—I1 n n
K (1 + a) Y% T (s + ) (228)

gdzie a = 26At/A? i tradycyjnie wspolezynnik wzmocnienia

g= {a cos(kA) + \/1 —a? sinQ(k‘A)] (229)

1+«

dla matych krokéw czasowych a? sin?(kA) < 1 jest rzeczywisty i mniej-
szy od jednodci dla obu pierwiastkow

dla duzych krokéw czasowych a?sin?(kA) > 1 jest zespolony, ale
11—«

1+«

9l = (230)

i metoda jest zawsze stabilna
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Metody ,,upwind” typu Godunova
Przestrzenna dyskretyzacja oparta na centrowanym schemacie

ou Ui41 — Ui—1
_> e

o 7 2 (231)

nie odzwierciedla natury adwekcji — nie wyréznia kierunku. Z kolei jedno-
stronne ilorazy réznicowe odzwierciedlaja nature rownania tylko dla konkret-
nego kierunku unoszenia. Rozwazmy taka dyskretyzacje rownania adwekcji

urtt u —ul
: e — =0, v>0 232
At Ax (232)
uftt = ulg —u
7 K] (3 1 — O , < 0
NN v

schemat ten jest stabilny odpowiednio dla

At

ogvA—xg L 0>0 (233)
At

—1§—UM§0 L <0

mozna to zapisa¢ dla réwnan zachowawczych Ou/0t + 0f/0x = 0, gdzie
f=ou

nt+l _ .mn n — fn
U; U, 4 fz+1/2 fz—1/2 —0 (234)
At Ax
gdzie
fe = viup FuTuly (235)
f£1/2 = vl FoTuy
przy czym
vt =max(v,0) = (v+ |v])/2 (236)

v~ =min(v,0) = (v—|v])/2
niestety jest to schemat tylko pierwszego rzedu.

Istnieje kilka modyfikacji schematu Godunova poprawiajace rzad doktadno-
Sci:
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— MUSCL (monotonic upwind scheme for conservation flows) — drugiego
rzedu;

— PPM (picewise parabolic method) — trzeciego;

— ENO (esentially non-oscilatory scheme) — czwartego 1 wyzszych.

Np. dla schematu MUSCL wu(z,t) aproksymuje sie na obszrze komorki w
kazdym kroku czasowym

ﬂ(x, t) = u; + Si(ﬂf — fz) (237)
gdzie z; = (x; + x;11)/2, a nachylenie s; moze mie¢ postac
s; = 0 — schemat Godunova
5; = “H=L — schemat Fromma
5; = 2=t — schemat Beama-Warmminga
5; = “H " — schemat Laxa-Wendroffa
s; = minmod (3%t B — schemat minmod
X X
a, |a| <1b], ab>0
minmod(a,b) =< b, |a|] > [b], ab>0 (238)
0, ab <0
T I T T
[ T T T 1
12 ' 5 e 7 ]
L e ]
7 ¥ os| ; !
L r i !
08 i i - :
B A ] I '
[ iy 0.6 | i -
08 ki i 7 I ;
= 3 : _
0.4 - : : — 0.4 [ l\ _
L it i vy
; I f.‘ E
— i v - 1 II
0.2 : -‘_' ] |‘\L'_‘ ozl ‘1 : b
0 , ‘l{: " b‘—“ﬁ_‘ ,'J \\‘
i ,.':‘J’ o == ’ 5
_0_2 - : -
T L PR L L L L L. L P L L L PR I L | n PRI | 1 "
0 20 40 60 80 100 Q 20 40 60 80 190

i

Lax-Wendroff i "upwind" 1. stopnia
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Metody TVD
Jedli funkcja jest monotoniczna w kroku n,

min(ui_l, ui—l—l) S U; S max(ui_l, Ui+1> (239)

to chcemy, zeby pozostata taka w kroku n + 1.
Zdefiniujmy catkowita zminennosé (total variation)

= Z |ui — ui | (240)

metode definiujemy jako stabilna ze wzgledu na catkowita zmiennosé, jesli
TV (u") <c (241)

dla kazdego kroku czasowego.
Metody TVD (total variation diminishing) wymagaja, zeby

TV (u"™) < TV (u™) (242)

Rozwazmy przyktad metody TVD drugiego rzedu — strumien (pierwszego
rzedu) na brzegu kostki

no lov>0
i+1/2 = { nw<0 (243)

poprawiamy o poprawki dla v > 0

=1
AfH/2 T (244)
i+1 zn
Af+1/2 - + 9
oraz dla v < 0
o z—i—l zn
Af+1/2 = 5 (245)
e — Jit
Af i+1/2 _%
i samg poprawke wyliczamy z AfF i AfE
Af i+1/2 — ¢ (Af i+1/29 f+1/2) (246)
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gdzie ¢ to tzw. ogranicznik (limiter).

Drugi rzad obliczen otrzymujemy stosujac schemat Rungego-Kutty 2. stop-
nia:

— krok pomocniczy (potéwkowy):

w2 _ o St flap At 04T
u’L U’L AI 2 ( )
i nastepnie pelny krok:
f(z+1/2 B f»n_ﬂ/z
ntl _ ,m i+1/2 i-1/2 At 248
W= N (218)
jako limiter uzywa sie:
¢(a,b) = minmod(a, b) (249)
B | minmod(a,2b), |a| > [0]
®(a,b) = superbee(a, b) = { minmod(2a, ), |a| < [b] (250)
2ab
b) = vanl b)=——, ab>0 251
8(a,b) = vanleer(a,b) =~ a (251)
02| :,"r ‘\‘ . ozl 3 ] f
U-‘IIB‘OIII4‘G‘r‘6‘DIII8IO‘lIIOU 0“‘3‘0“‘4‘0‘ I["JIO“IGIOIlIlUCI

minmod i superbee
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Zastosowanie do réwnian hydrodynamiki
Przeptywajacy osrodek mozemy traktowac¢ jako sume lewo- i prawobieznego
przeptywu u = uft + vl gdzie dla ¢ = |v|

uf = (1 +2U/C> u (252)

uk = (1 _2”/ C) u (253)

Oba strumienie ptyna w przeciwnych kierunkach z predkoscig ¢ i mozna je
opisa¢ rownaniami adwekcji

R
—_— + — =0 254
Eralem GO (254)
ot o, |
- 2 = 255
e G (255)
i mozemy tatwo zastosowaé schemat MUSCL do réwnania adwekcji
ou off oft
s L = 2
ot * Ox Ox 0 (256)
gdzie strumienie w obu kierunkach f% = cuf* i f¥ = cu’.
Dla dowolnego rownania w postaci zachowawczej
ou  Of(u)
— =0 257
ot - Ox (257)
(np. dla u = (p, pv, e)) mozemy zastapi¢ je rownaniami
ou 0
=42 = 258
e G (258)
ow 0
— — pr— 2
BT + ax(cu) 0 (259)
gdzie c(z,t) jest dowolna dodatnia funkcja. W praktyce kladzie sie w =
fu)/e.
Mozemy rozwiktaé¢ ten uktad réwnan podstawiajac
uf =4 J; i (260)
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ut == (261)
co daje
outt 0
o T %(cuR) =0 (262)
ou 0
e %(cuL) =0 (263)

i jak poprzednio dla ff = cu® i f¥ = cu® mamy

ou Off  aft
5t 5 =0 (264)

Pozostaje dobraé¢ warto$é c tak, zeby zachowaé stabilnos¢ schematu — ¢ musi

by¢ wieksze od charkterystycznych szybkosci danych przez wartosci wtasne
Jacobianu ag—gu)

Dla réwnan hydrodynamiki

dp 0
ETl T%(ij) =0 (265)
dpv; 0 B
gi + g (P T pOy) =0 (266)
Oe 0
- ~ 1= 2
gdzie gestosé energii
1
e=pe+ 5[)1}2 (268)

uzupelnione przez réwnanie stanu p = (y—1)e. Warunek stabilnosci wymaga,
zeby szybkos¢ ,zamrozenia” ¢ byta wieksze od charakterystycznej szybkosci
— najwiekszej wartosci wtasnej Jakobianu 0F (u)/0u. Dla uktadu rownan hy-
drodynamiki predkosé¢ dzwicku ¢ = vp/p i wystarczy zeby

¢ > fv[+c (269)
i warunek na krok czasowy
A
At < 2T (270)
Cmax
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Metody numeryczne algebry liniowej

Rachunek réznicowy sprawia, ze rownania rézniczkowe zamieniaja sie¢ w row-
nania macierzowe. Powstaje zatem potrzeba sprawnego rozwiazywania takich
rownan.

a11Uy + Gplg + -+ - + Ay, = Wi (271)
Ao1U1 + A2U2 + « - - + A2pUy, = W2
Am1U1 + Qpalle + -+ + Applny = Wiy
lub jak ktos woli
Au=w (272)
air G2 -0 QAin Uy wy
Q21 Q22 -+ QA2p U2 _ U.)2 (273>
m1 Am2 -~ Amp U, W,
jesli macierz A jest kwadratowa (m = n), to rozwiazanie
u=A"lw (274)
A~ mozemy policzy¢ np. ze wzoréw Cramera
1A
(A1) = (-1 20 (275)
A
i wyznacznik
Al = > (=1)"7|Ajjlay (276)

ij=1
ale sam wyznacznik to n! operacji! Zatem potrzeba bardziej wydajnych me-
tod.

Macierze powstajace w rachunku réznic skoriczonych

Czesto macierze maja szczegblng postaé, np. dla réwnania Poissona

d*®

arz -P (277)
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na siatce przestrzennej (z krokiem A) mamy
(I)j+1 — 2(I)J + (I)j,1 = —A2pj (278)

jesli potozymy warunki brzegowe ®; = wy, ®; = w; to

51 = w1
) —20, +y = A%,
e 2l A = A (279)
Do =20, D; = —APpyy
(I)J = wg
ijesli A® = w to macierz A ma postac trajprzekatniowq
1 0 0 0 -+ 0]
1 -2 1 0 --- 0
e 0o 1 =2 1 - 0 (250)
0 e 1 =201
| 0 -0 0 1]

og6lnie macierze trojprzekatniowe powstajg w problemach jedowymiarowych
— w ogo6lnym przypadku
d>u du
— — + hu = 281
fosto thu=w (281)

to w postaci réznicowe;]

ij(ujﬂ = 2uj +uja) + 2‘%(%‘“ —uj-1) + hju; =w; o (282)
mozna je przepisa¢ nastepujaco
ajujpr + Biuy +yu = w; (283)
gdzie
0 = L+ (284)
Bi = hj— QAf;
fi 9

WS AT oA
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dla 1 < 5 < J i warunki brzegowe

ad—u + bu =
dx - N

du
et b/ —
(a/dx.+ u>zl

mozna je przedstawi¢ w postaci réznicowej

aus + (bA — a)uy
—d'uy_1 + (U'A+ad)uy

lub jeszcze ,tadniej”

aus + Srug

Youg—1 + Brug =

i uktad réwnan jest okreslony przez trojprzekatniowa macierz

[ 61 aq 0 0

Yo B2 oy O

_ 0 73 B3 az

A= O 0 0 0
L 0 0 0

w1

wy

o O O O

v BJ_

(285)

(286)

(287)

(288)

Dla dwuwymiarowego problemu macierz jest dalej rzadka, ale juz nie troj-

przekatniowa — dla réwnania Poissona

R0 9D

o T op !

na dwuwymiarowej siatce przestrzennej
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-
JH1
i

' e L A

) =1y Ir‘”r' i+ .
}'T / i
' i1
i 1
H

4]

1 i 1+1

(Pivrj = 2®ij + Pirg) + (Pijr — 20i5 + Ciyy) = —A%pi;  (290)
lub
(i1 + Pi1j+ Pijpa + Pijo1) — 4P = —A%p; (291)

jesli siatka ma rozmiar I x J to mozemy ®; ; zastapi¢ wektorem uy o rozmiarze
I-J
U = Ui = Pij (292)
i podobnie
Wi = Wi.jyj = —Ame- (293)
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-4 1 1 |
1 -4 1 1 E
. ® . -
I . [ .
1 -a 1 v
1 -4 1
1 -4 1 1
1 1 -4 1 1
[ ] - - L] ]
- ' " [
. . . [ .
. - o .
. . » .
5 . . ® .
l L ] L ] » [ ] L ]
[ ] L] ] L] L]
. . . .
L _ I" L] L ]
L [ ] - L ]
[ ] [ ] [ ] . -
- . . N ! °
L ] [} L ] L] l .
1 1 —4 1 1
| 1 1 4 1
' 1 -4 1
. 51 -4 1
-] | - * -
s i ] - -
® | 1T -4 1
1! -4

Przypomnijmy jak to bylo przy metodzie niejawnej (Cranka-Nicholsona) dla
rownania dyfuzji

uith = 4 s (W = 205 gt 4 e (e — 20 )

czyli (podstawiajac a = kAt/2A2):

(294)

—ou 4 (14 200wt — o)) =l + a(uly — 207 +ul_)) = w; (295)
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otrzymujemy do rozwiazania réwnanie z macierza trojprzekatniowa, a dla
wickszej liczby wymiaréw jakas inng — ale dalej rzadka.

Rozwiazanie rekurencyjne r6wnania z macierzg tréjprzekatniowa
Mamy uktad réwnan

QUj41 + ﬁjuj + YiUj—1 = Wy (296)
dla 1 < 5 < J, z warunkami brzegowymi

ajug + fiur = wy (297)

Voug—1+ Bruy = wy

i szukamy rozwigzania, w ktérym majac u; mozemy wyliczy¢ u; 1, czyli po-
szukujemy takich x; i y;, ze

’U/j+1 = JljUj -+ yj (298)
podstawiajgc uj;1 mamy
aj(zju; +y;) + B + vui-1 = w; (299)
czyli
i wj — Q;y;
Uj = ————Uj_] + ——= 300
Doy BT g+ (800)
ale chcemy, zeby tez
Uj = Tjatjo1 + Y (301)
co daje
7
T, = — 302
J a/jxj + 5] ( )
i = Wi — Q;Y;
’ a;r; + 3
dla wszystkich 7 > 1.
Warunki brzegowe daja
—J a
Pp— = 303
R 3,  UA+d (303)
wy o dA
Y1 = 3, N
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oraz
Cwr -y —cA+ay

B+ o a—bA —ax

czesto mamy dwa szczegolne przypadki

— albo u jest okreslone na brzegu (¢’ =0), czyli ;1 =01iy;_1 = uy
— albo pochodna na brzegu znika (0’ =0), czylix; 1 =1iy; 1 =0
,Dokladne” rozwigzanie réwnania Poissona

Ogolnie rownania eliptyczne prowadza do trudnych i czasochtonnych ukta-
dow rownan, ale do rownania Poissona mozna zastosowaé szczgdlne metody
rozwigzywania.

WeZzmy réwnanie Poissona w dwoch wymiarach

Uy

(304)

(Piv1y — 2P 5 + Pimry) + (Pijyr — 2P+ Dij1) = —A%;;  (305)
oznaczmy przez P picciopunktowy operator po lewej stronie
PO;; = (Pip1; — 2P j + i1 ) + (P01 — 2055 + Dy 1) (306)
i zauwazmy, ze mod Fouriera

i kj . wli
si(k, 1) = ®(k, 1) sin % sin ? (307)

jest funkcja wlasng operatora P dla catkowitych (k,1)

Psiy(h1) = (308)
s . omkj | wl(i+1) omli . wl(i—1)
= ®(k,l)sin 7 lsm 7 — 2sin 7 tsin——
+ &(k,1)sin 7TIZZ [sin Wk(JJ—i_ D _ 2sin 7T§‘] + sin Wk(jj_ 1)1

A kj l li li
= Pk, 1) SiH% [2 cos%sin% — 25sin WIZ]

A li k kj kj
+ O(k, 1) sin% [2 (:os7r7sinu — 2sin M]

J J
a stad
l k
Ps;j(k,l) = (2 cos % + 2 cos % - 4) sij (k1) (309)
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gdzie wartosci wlasne do funkeji wlasnych s; ;(k, ) wynosza

Ozkl:2cosﬂ+2(:os7r—k—4 (310)
1 J
Mozemy réwnanie Poissona rozwiazaé dla kazdej funkcji wtasnej oddzielnie
(i na koniec zsumowaé rozwigzania), co wiecej — wykorzystujac symetrie ope-
ratora Laplace’a — mozemy to zrobi¢ dla kazdego wymiaru oddzielnie.
W efekcie otrzymujemy rozwiazanie w pieciu krokach

1) rozklad Zrodel wzgledem jednego wymiaru

. 2 < . kj
pi(k) = szlpz‘,j sin —= (311)
2) rozklad wzgledem drugiego wymiaru
2 < j
ok 1) = 23 k) sin ™ (312)
i=1

3) dla kazdego modu Fouriera liczymy amplitude potencjatu

A o(k,1)A?
Ok, 1) = o ’k) : (313)
4—2cos T —2cos T
4) synteza dla jednego wymiaru
. LA mli
(k) =>_ (k1) sin —- (314)
1=1
5) i wzgledem drugiego wymiaru
J N ki
O =3 (k) sin % (315)

Warunki brzegowe wymuszaja jakie mamy funkcje wtasne. To co powyzej to
jest dla statego potencjatu na brzegu. Dla np. znikania pochodnej potencjatu
na brzegu mamy

®;, = ~B(0) + 1<i>(k:) cos —~ (316)



dla syntezy i
(317)
dla analizy.

Przy okresowych warunkach brzegowych musimy uzy¢ szeregu z sinusami i
cosinusami. Dla kroku syntezy

1. 2t omkj - o7kj
P, = §(I>C(O) + Y (k) cos LT (k) sin =7 (318)
k=1
i dla analizy
. 2 {71 21k
k) = = b, 319
( ) J = J CO8S J ( )
5, 2 =1 . 2mky
) (k) = j = ®j Sin T
Dokladne rozwigzanie ogélnego réwnania macierzowego
Mamy uktad réwnan
apjuy  tapuy +--c Fapl, = w
ao1U1  +agpus +--- Fanu, = Wi
iy +aplz  + o FAply, = W (320)
Ap1Uy  FapoUy + - FApplly = Wy

w metodzie eliminacji Gaussa bierzemy np. pierwsze réwnanie i dodajac z
odpowiednim czynnikiem do pozostalych zerujemy np. pierwsza kolumne

a11uy

gdzie

v

+aious
/
/

!/

Clij —

a13us +--- Fa1pUy

!/ /
taggus 40 Fag,un
+asqus + - Fag,uy
+alug 4o 4al,u,
;1 o Qi1

7G1j s U)i = W; —
a11 an
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po powtorzeniu tej procedury n — 1 razy otrzymujemy

apnur  tapus +agus +-0 FapUuy, = Wi
/ / / o
Agolla  FagaUuz + -+ +AyUp =Wy
" " o
ajsus +-o0 Fahu, = wj (323)
(n—1) = w1
Ay Uy, = W)

i teraz ,0d tytu” kolejno obliczamy wu,,, u,_1 itd. do u;
Metoda Gaussa odpowiada rozktadowi macierzy A na iloczyn dwoch trojkat-
nych — gornej i dolnej A = LU. Do rozwiazania potrzeba §n5 operacji.
Iteracyjne metody rozwazywania r6wnan macierzowych
Mamy réwnanie

Au=w (324)

0) i poprzez liniowa operacje wyliczamy

zatozmy jakies rozwigzanie u = ul
kolejne przyblizenia u®

wPt) — py® 4 (325)

jesli taki proces jest zbiezny, czyli

lim u?) = Pul® 4 ¢ (326)

p—0o0

(00

to graniczny wektor u(*) spelnia rownanie
y

(I — P)u™ =¢ (327)
jesli
c=Tuw (328)
to
T (I-P)=A (329)
czyli
P=I1-TA (330)
Zauwazmy, ze procedura ta odpowiada catkowaniu réwnania
ou 9
- = 331
5 "V U=/ (331)
w jawnym schemacie
) = ) 4 AtA"U®P) + pAt (332)
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Konstrukcja i wtasno$ci macierzy iteracyjnej

Trzeba zapewnié¢ zbiezno$é procesu iteracii, najlepiej dla kazdego u(® i zeby
zbieznos¢ osiagana byla jak najmniejsza iloscia iteracji.

i jesli u to rozwiazanie doktadne, to oczywiscie chcemy, zeby

u=Pu+c (333)
zajmijmy sie ,,odchytkami” od rozwigzania doktadnego
e®) = ) _y, (334)

wtedy
Pt — pp) (335)

zeby proces byt zbiezny potrzeba, zeby

‘E(erl)‘ < ye(p)| (336)
lub tzw. norma spektralna
|p€(p)|
1P = oy (337)

jesli s; to wektory wlasne P i p; odpowiadajace im wartosci wtasne, to mo-
zemy zapisaé

6(0) = Z ;S5 (338)
i=1
i po p iteracjach mamy
P — pelp=1) — pr0) (339)

podstawiajac rozwiniecie e
P =Py qisi =Y aipls (340)
i=1 i=1

w granicy duzych p

im e® —
plggloe = Qb Sm (341)
gdzie m spetnia
|om| = max(|p1l, |pal, - -, lon]) (342)
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Dla przestawienia metod iteracyjnych macierz A separuje sie na macierze
diagonalna D, trojkatna gorna U i dolng L

A=D+U+L (343)

dodatkowo zaktada sie, ze elementy D sa niezerowe, i przepisuje sie zasadnicze
réwnanie do postaci

Au=u' (344)
gdzie
A =D1A (345)
wtedy
A=14+U+L (346)
macierz
B=-{U+1) (347)

nazywa sie macierza blokowa Jacobiego — zauwazmy, ze wartosci wlasne A’ i
B (\; i p;) spelniaja

Proste schematy iteracyjne otrzymamy przez analogie do ewolucji uktadu
0
8—1: =—Au+uw (349)
z krokiem” iteracji At = w, czyli
u®t) =@ — AP o (350)
lub
uPt) = (I — wA ) u® + wu’ (351)

dla przyktadu — rownanie Poissona na siatce 2D

e

\.r L




1 1
Uc — Z(UN+U3+UE+UW) = ZpCAQ = we (352)
wartosci wlasne przy siatce [ x J spelniaja
1 1

1—§cos§—§cos§§)\i§1 (353)

w metodzie iteracyjnej mamy

1
u%*” =(1—- w)ug) + Zw(ug\’}) + ug) + ug) + u(v{})) + wwe (354)

a to ma posta¢ rownania dyfuzji w , krokiem czasowym” w/4, i warunek zbiez-
nosci wymaga zeby

0<w<1 (355)
Metoda Jacobiego
jesli potozymy w =1 to
) = (I — A)ul? 4w (356)
lub
Pt = (I + U"u® + o' (357)
i szybkos¢ zbieznosci
plg& 5eP) — (=1 _ () — (P — 1>€(p) (358)
czyli
’5€(p)|
|e@)]| = lpm =1 (359)

dla réwnania Poissona na siatce I x J

1 m 1 7r
fm = 5 COS + o8 (360)

dla duzych I i J mozemy przyblizy¢

i w2

1 w kornicu zbieznosé | ( )| , )
de'P T T

= — + — 362

@] 472 ap (362)
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Iteracja Gaussa-Seidla
jesli liczymy punkty na siatce po kolei, to dochodzac do C' mamy juz policzone
nowe wartosci w punktach S i W

1
uf = S +uf Y+l + )+ ufy (363)

W ujeciu macierzowym to ma postac
(I + LHu®t) = —'u® 4+ (364)
lub
Pt = (I + 1)U + (14 L)' (365)

szybkosé zbieznosci jest lepsza niz w metodzie Jacobbiego, ale niewiele
Metoda sukcesywnej nadrelaksacji
wezmy metode Gaussa-Seidla i sprobujemy dobraé optymalny parametr re-
laksacji w

(I +wLu®V = (1 —w)Tu® — wlU'u® + wu' (366)

lub
™) = (I 4+ wL)7 (1 =) —wU'u® + (I +wl) tww’ (367)
optymalny czynnik relaksacji

2

IRy

Wh (368)

i sama szybkos¢ zbieznosci

|5€(p)| B 5

dla réwnania Poissona algorytm ma postac

(p)

1
w)ud +ZW(UE\]})+U(§’H) (p)  , (p+1)

U ) + wwe (370)

i podobnie dla duzych I i J szybkos¢ zbieznosci

|6e®)| 1 1
_ = 371
] ~ "2z T ap (371)
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Metoda cykliczna Czebyszewa
najpierw obliczamy u®*!) w punktach parzystych, w drugim cyklu w niepa-
rzystych

u,(/erl) = —w,(L' + U')ugp_)y +(1 - Wp)u(pil) + wyw), (372)

gdzie v = 0 dla parzystych p i v = 1 dla nieparzystch
na dodatek zmieniamy w, na kazdym kroku p

w = 1 (373)
1
wp = ———
' 1— i3, /2
1
w e —
pH 1 — p2 w,/4

oraz metody z przemiennym kierunkiem iteracji.

102
10 metoda -
nadrelaksacji -
1 .
—

metoda
Gaussa-Seidla

| e o]

maksimum | ‘”3|
&
_I:;I
o]

; metoda
. Czebyszewa

1073 L L
0 50 100 150 200

iteracje {p)
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Problem N cial z dzialaniem na odleglosé
Kilka cial — jadro atomowe, atom, Uktad Stoneczny, gromada gwiazd, galak-

tyka, ...

Wiele ciat — gaz, ptyn, elektrony w siatce krystalicznej, gwiazda, osrodek
plazmowy, ...

ruch pojedynczej czastki w polu zachowawczym

Stan czastki w polu zachowawczym E = —V ® okresla wektor stanu — potoze-

nia x = (z,y, 2) i predkosci v = (v,, vy, v;), Wspohrzedne spelniaja rownania
ruchu

dx
_— = 4
=0 (374)
dv e
_ = —— q)
o mV (375)

potencjal & zalezy tylko od polozenia w przestrzeni (i czasu) — szczeg6lnie
stosowny jest schemat skokowy, bo na kazdym kroku wystarczy potozenia

wylicza¢ co drugi krok
" = "% 4 2A" ! (376)

i na przemian wspotrzedne predkosci
"t = - 2At£V<I>(x”, t") (377)
m

i odpada problem rozprzegania sie siatek parzystych i nieparzystych
Ruch czastki w polu zachowawczym ma wlasnosci odwracalnosci w czasie i
zachowania energii. Odwracalno$¢ schematu réznicowego mozemy sprawdzi¢
postawiajac At' = —At
e
vl = "t 2AY V(2" 1) (378)
m

2" = 2" 2A" !
sprwdzmy zachowanie energii — podnoszac do kwadratu réwnanie

e e
V" At—E" = 0" - At—E" (379)
m m
i r6znica energii kinetycznej pomiedzy kolejnymi krokami

1 1
§m(vn+1)2 - §m(v"_1)2 _ 6(Un+1 _ ,Un—l) . EnAt (380)
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1 w konicu
1

1
7m(vn—1)2 — §€($n+2 _ $n—2) . g (381)

n+1)2 _
2

§m(v

prawa strona jest aproksymacja calki
n+1
/ E" - dx (382)
n—1
z doktadnosciag do drugiego rzedu.

Ruch czastki w prostopadlym polu magnetycznym
czastka o masie m i tadunku e spetnia réwnania

dx

— = 383
dv e

e _ = B

dt mv %

i zastosowanie metody skokowej moze napotkac¢ na trudnosci

orbita kotowa dla
krokdv parzystych

orbita katowa
| dla krokdw
nieparzystych

Rozwazmy zagadnienie dwuwymiarowe stosujac metode niejawna drugiego
rzedu. Niech predkos¢ v = (v,,v,,0) i pole magnetyczne B = (0,0, B,),
wtedy czestosé cyklotronowa

B,
Q=" (384)
m
w golnym przypadku 2 = Q(z,t)
jesli wprowadzimy zespolone wspotrzedne v = v, + v, 1 T = x + 1y to
dz dv
— =0, — = —if 385
at U dt ne (385)
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i stosujac dla predkosci niejawna metode mamy
oMt — " = —ip(0" T + ") (386)

gdzie ¢ = QAL/2
mozna wyliczy¢ wprost, ze
1—¢%—i2
f}n—&-l o ¢ ¢ ~n

jesli to rozpisa¢ na rzeczywiste i urojone sktadniki

"+1:1_¢20”+ 20 v
T 1+¢2 % 1+4+¢2 7Y
1= %
Y 1+¢2y 1+¢21

(388)

(%

aby otrzymac¢ wycentrowane w czasie rownania to kat ¢ (pole B,) powinien
byé¢ wybrany w potowie kroku

At e At At
=¢"/? = ——B,(a" + =" 1"+ — 389

majac predkosci mozna wyliczy¢ polozenie

At
2" = 2" 4 (0" + v”+1)7 (390)

metoda jest stabilna dla duzego ¢ >> 1 (nawet dla duzego kroku czasowego),
a rowniez

1—¢* —i2¢ 1—¢*+i2¢

~n+1|2 — |pn 2 X 391
= S g (391)
czyli
|@n+1|2 — |@n|2 (392>
i schemat zachowuje tozsamo$ciowo energie. R
latwo tez dotaczy¢ do tego schematu pole elektryczne F = E, + i,
1—i¢p . 1—¢*—i2
gt = Cpa LT 1T 20, (393)

m 1+ ¢? 1+ ¢?
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i zauwazmy, ze dla silnego pola magnetycznego (¢ >> 1) i duzych krokow
czasowych

A

B
P —;At; —n (394)

czyli

~n+1 ~n r,

% - ;(@"H +om) = —igz (395)
czyli dryf (powolny) w kierunku prostopadlym do E przy szybkiej cyklotro-
nowej predkosci orbitalnej wokoét B

Bezposrednia symulacja dzialania na odleglo$é w ukladzie N cial
w trojwymiarowej przestrzeni przy N czastkach stan ukltadu jest opisany
przez 6N sktadowych polozenn z, i predkosci v, (1 < p < N), oraz 6N
réwnan

dzy

dﬂ B 1 X €y Ty — Ty
dt N 4meg =1 My, |xﬂ - LL‘,,|3

vFER

przy oddzialywaniach dtugozasiegowych musimy $ledzi¢ N(N — 1) /2 oddzia-
tywan pomiedzy czastkami — stad wynika ograniczenie na ilosé czastek jakie
mozemy sledzi¢ w symulacjach. Mimo to przy 10*-10° czastkach mozna juz
modelowaé statystyczne wtasnosci takich uktadow.

najprostszym schematem jest schemat skokowy

T, = :L‘Z_Q + QUZ_IAt (397)
N
S S Z 2e,e, At Ty — @y
g g vl my |2y — 20 ?
vEL

jesli a jest typowa odlegloscia oddziatywania

4 V
§7ra3 =¥ (398)
to powinnismy wybrac
At << (399)
|V,

zachowanie energii zapewnia nam trzecia zasada dynamiki Newtona
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usrednianie wzgledem czasu

W praktyce zaktada sie posta¢ potencjatu w oddziatywaniu miedzy czastka-
mi, symuluje jaki§ czas zachowanie sie czastek i (zakladajac, ze uktad osia-
gnal stan rownowagi termodynamiczej) wyznacza wlasnosci termodynamicze
usredniajac po czasie wtasnosci mikroskopowe.

np. majac N czastek o masie m kazda i potencjat ®, to

dx
T: = U,u (400)
dv, 19 N
b L A N —
O SRR Y)
v
zwykle majac potencjal centralny, wygodniej jest uzywaé F(r) = —0®/0r
unikajac pochodnych przestrzennych
w schemacie skokowym dostaniemy dla 1 << p << N
ay = a4 200 At (401)
" - 2At X — 1z,
ot =0l = Z F(|lz, — z,|)——= (402)

| Ty — 7]
V#M

i np. Srednig energic wewnetrzng (makroskopowa) U = 3kT + ® otrzymamy
sredniujac po p krokach czasowych energie kinetyczna

Spp= L1 zpj —m(v™")? (403)
27 N p

@:ﬁ-fzzszﬂx:j—xﬁ) (404)

uSrednianie wzgledem zespotu metodq Monte Carlo
Mamy znalezé¢ dla danej zmiennej mikroskopowej u jej wartos¢ u w stanie
rownowagi termodynamiczne;j

fue’E/dexN dv™N
[ e ERTqzN quN

(405)

u =
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gdzie catkowanie przebiega przez cata przestrzen fazows uktadu N czastek
Mozna ta caltke zastapi¢ srednig po kanonicznym zespole M ukladow

1 M
i=—u, 406
u MVZ:lu (406)

takich,ze prawdopodobieristwo nalezenia do uktadu jest proporcjonalne do
—E/kT

e

Rozwazamy uktad na kroku p, tworzymy nowy uktad na kroku p + 1 prze-
chodzac losowo (z jednakowym prawdopodobieristwem) do jednego z wielu

stanow,

krok

zespo!l sktada sie ze wszystkich stanow, przez ktory przechodzi uktad.
Np. dla dwuwymiarowej przestrzeni

e losujemy dowolny poczatkowy uktad N czastek w przestrzeni V.

e wybieramy jedng z czastek i przesuwamy ja losowo do dowolnego punk-
tu wewnatrz kwadratu o powierzchni a?

abtt = ah +a(Ry —1/2) (407)
yott = b +a(Ry —1/2)
Ry i Ry sa losowane z przedziatu [0, 1]

e liczymy zmiane energii potencjalnej uktadu

m v

N

AE =Y <I>(|a:ﬁ+1 — 2PT) — ®(|af, — 2P)) (408)
v=1
VFEL
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ijesli AE < 0, czyli energia spadta, to nowy uktad akceptujemy w
zespole

e jesli AE > 0 to mozemy go zaakceptowaé ale tylko z prawdopodo-
bieristwem e 2/ — losujemy trzecig liczbe R i jesli Ry < e 2E/FT
akceptujemy, a jesli Ry > e 2F/FT to odrzucamy i ,stary” uklad zali-
czamy ponownie do zespotu

e przesuwamy kolejna czastke

Trzeba utworzy¢ co najmniej My, = NL/a uktadéow, a co prawda jest do-
wolne, ale zbieznos$¢ uzyskuje sie najszybciej gdy jest rzedu odlegtosci mie-
dzyczasteczkowych
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Obliczenia w schemacie czastka-pole

Mozna unikngé $ledzenia kazdej pary N? oddziatywan wprowadzajac srednig
site (pole) od czastek zespolu.

drugie z réwnan

dz,
dt
dv, i euen (T, — )

_ (409)

dt = mylx, — a3
vFER
zastepujemy
dv, ey
— =—F 410
dt mu (xﬂ) ( )
gdzie
N
e, (x —x,)
E(x)= _ 411
(z) 2::1 P (411)

jest okreslone w kazdym punkecie siatki
zamiast pola wektorowego tatwiej wyznaczy¢ potencjat, i wtedy

% - L (9£ (412)
dt m, Ox,
i sam potencjal
N N
€y
O(x) =) Plx,) =) T — ] (413)
v=1 v=1 v

jesli same czastki zastapimy rozktadem ich gestosci p, to potencjal mozna
wylicza¢ z réwnania Poissona

V20 = —47p (414)

aby zapewni¢ doktadno$é¢ takiego podejscia jak w schemacie czastka-czastka
krok siatki musi by¢ mniejszy od $redniej odlegtosci pomiedzy czastkami

L
A << N3 (415)

efektywnie zastepujemy potencjat punktowej czastki potencjatem ,chmury”
o objetosgci A3
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oA
1,2
1.0F]
potencjal
tadunku punktowego 0.8l
) _ potencjat I
X" chmury fadunku % 0.6}

i‘l-:‘ -
0,4+
0,2+

— ol 1 o L I L L

! r

wraz ze wzrostem ilosci czastek na komorke siatki zwieksza sie prawdopodo-
bienistwo ze czastka ,przeskoczy” do sasiedniej komorki

[k
X % X
*p
ik +1, 7k
i X X X
Py
¥
X X X
i
—_—

sytuacja sie dopiero ,poprawia” dla duzej gestosci czastek

A (416)

>> 7

W sytuacjach posrednich mozna podzieli¢ przestrzeri na bliska (tzw. kula
Debye’a), gdzie czastki oddzialywuja ze soba, i daleka, gdzie czastka oddzia-
tywuje z zespotem.
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Bezzderzeniowy model ,,czastki w komorce”

Dla kazdej czastki p pamietamy jej polozenie i predkosé (z,,y,, vw,vy“),
przestrzen w ktorej znajduja sie czastki dzielimy na komorki (np. I x I) i
kazdej komorce (7,7) przypisujemy wlasnosci czastek, ktore sie w niej znaj-

duja X X
|z Y
Z—{AJ,j—{AJ (417)

jesli wyliczymy pole w komoérce zajmowanej przez czastke p

n—1 n—1
(I)z‘+17j - %

Erl. =-— L 418
z i oA (418)
Erl _ (I)Zj_il — @Zj_—ll

Yy a4 2\

to uzyjemy je do wyliczenia nowych wspotrzednych czastki p

v = Tt aAtEy (419)
“w

n+1l _ n—1 n

T, = x, —|—vu2At

nowsg gestosé liczymy z nowych wspotrzednych

n+1 1% 1%
Pt =—-—= > e —t)o||=——|—1J
" A? ; a A A

i w koricu potencjal z gestosci

—

420)

QRN+ PR+ O+ O — ARN = —Ar AT (421)
Uwagi:

— warunki poczatkowe
poczatkowy rozklad czastek losujemy z zadanym rozktadem

— warunki brzegowe
stosowne do problemu, ale ostroznie z okresowymi

— jednostki
zwykle stosuje sie przeskalowanie
(422)

xlt - l’“ .
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2At
A
4(At)?
E A
2(At)?
A2
AQ

P 4men

N
I

v

e
I

R

— .

Jle 3o

Ry
Il

wtedy upraszcza sie schemat w kazdym kroku

~n—+1
Pi;

Fn+1 Fn+1
e+ <I>2-717

i+1,7

i=la =1

_(Bn—l 4 (i)ﬂ‘l

7’+17] Z_lvj

—onL 4 prt

17j+1 Z7]_1
~n—2 rn—1
v, "+ E;

n—1 ~n
Ty, t+u,
1
n

4 (i)n+11 + (i)nJrl _ 4&):?;1 S

1,j+ 3,j—1
4mne?

0= ——92(At)?
Az, 2(A8)

25(@52*1 —)(Lg ] =)

~n+1
Pij

i dla stabilnosci metody skokowej potrzeba aby 0| < 1/2

— ograniczenia

(423)

(424)

(425)

(426)

mala liczba czastek, skonczony krok (czasowy i przestrzenny), nieza-

chowanie energii

ten pierwszy problem mozna czeSciowo ograniczy¢ stosujac ,chmure”
zamiast ,czastke” w komorce
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Hydrodynamiczny model PIC z przewaga zderzen
Zaktadamy, ze czastek w kazdej komorce jest na tyle duzo i zderzaja sie
na tyle czesto, ze na kazdym kroku czasowym osiggaja rownowage hydro-
dynamiczna (w pojedynczej komorce). Komorki sa opisywane wiekosciami
hydrodynamicznymi i spetniaja réwnania hydrodynamiki

dp
§+V( pv) = 0 (427)

%p:Jrv (pvv) = —Vp

mozna je przepisa¢ do postaci Lagrange’a

dp

dt

dv

Pt

potrzebujemy jeszcze rownania stanu — np. réwnanie politropy dla gazu do-
skonalego

= —pV -0 (428)

L — const (429)
p’Y
czyli
d (p
—|=1=0 430
a2 (130)
w postaci zachowawczej mozemy je otrzymaé z
dp d (p
= 431
LNy )] oy () =0 (131)
czyli
9 ( p p
| £ V-[p—vl|=0 432
&<%J+ Gm@ 2
w jezyku unoszenia przez czastki mozemy te zasady zachowania zapisaé
0
(gtm) +V-(nmv) = 0 (433)
0
(naT:v) + V- (nmw) = —Vp

a( p p B
o (nm>+v (nmv> = 0



gdzie n(z,t) jest gestoscia czastek

kazda czastke na n-tym kroku czasowym opisuje wektor stanu uy, = (.TZ, Yy> My, MUy muvgu, eﬁ),
gdzie e = p/p?

wielkosci opisujace komorke (i,7) otrzymamy sredniujac po wszystkich czast-

kach w komorce

o SpiE(E) e

A
i = wes([3])([5] -
oy = g emans (3] (|%] )

n Py 1 ns (%] _ Yu | _ .
i~ w s (2] -1)e((%] )

krok Eulera (dla wielkosci na siatce) zachodzi pod wptywem ci$nienia

At
n+l1 n i i
Vo = Veig — fpg(pHM TP .
At
n+l n K v
Uyij = Uyij — M(pi’jJrl P

tu krok At trzeba dobraé, zeby spelié¢ warunek CFL
krok Lagrange’a — dla wielkosci opisujacych czastke w komorce (i,7)
uZH = (a7, yZ,mu,muvzfjl,m#vZ;}l, e?j*l) (436)
ntl _ Py
i
i pozostaje jeszcze przesuniecie czastek na nowe wspolrzedne

gdzie e

dx _
ditu = Uzpu (437)
dy, _

dt’u = Uy 123

czastki przemieszczaja sie z predkoscia v, (okreslong przez siatke) rozng od

tej okreslajacej ped czastki vaZH
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nalezy zinterpolowa¢ jednoczes$nie w czasie i przestrzeni v, dla czaski w ko-
morce (1,7)

1
U = 7z (@ir150i15 + Gim1j0i-1 + QigaTigan + Qij-10ig-1) (438)
j+1 [ _
I " T, 1
L = -
S L LTS B
=
//
g//‘ﬂf /
- ar'+1.,l'
i Xy // x“:'.-ﬂ,,
f i+1
a predkosci dla komorki o;; = (vt + 7)) /2
i w koncu
n+l1 _ n —
= w4 Aty (439)
n+l _ n —
Yy = y,+ Atvy, ,
Uwagi:

— przy obliczaniu predkosci posrednich $redniowanie wprowadza dyfuzje
numeryczng ze wspolczynnikiem rzedu

D~ <v2 + vp> At (440)
P

— mozna tatwo rozréznia¢ poszczegoélne czastki i np. analizowaé mieszanie
sie roznych ptynow

Gestosé czastek w przestrzeni fazowej
Przy bardzo duzej ilosci czastek (N — oo), uklad czastek mozemy traktowac
jak ciecz (osrodek ciagly) i opisywaé go funkcja rozkladu f = f(x,v,t)

dn = f(x,v,t)dx dv (441)
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w przypadku uktadéw bezzderzeniowych polozenie w przestrzeni fazowej jest
funkcja ciagta i dla ustalonej objetosci V'

aat/fdxdv——ggfwdé’ (442)

S

gdzie u = (v,a) — ,predkosé” w przestrzeni fazowej, i dalej

gt/fdxdv—l—/v-(fu)dxdvzo (443)
1% %
a ze zachodzi to dla dowolnego V', to
of
444
o TV fu= (444)
lub of 9
Z 2 - = 44
L D)+ () =0 (445)
jesli uktad oddziatywuje sitami zachowawczymi, to znikaja dv/0x i da/0v i
ostatecznie 8f af 8f
ot " or T Y (446)

otrzymujemy rownanie Wtasowa, ktore opisuje uktad bezzderzeniowy wielu
czastek oddziatujacych za posrednictwem sit zachowawczych.
Catkujac funkcje rozktadu po przestrzeni predkosci, mozemy policzy¢ gestosé

+00
n(z,t) = / f(z,v,t)dv (447)
predkosé¢ srodka masy
+oo
nu(z,t) = /vf(x,v,t) dv (448)

i inne (temperatura, przeptyw ciepta,...)
Rownanie Wtasowa jest jednorodne i funkcja f jest zachowana (wraz z wszyst-
kimi potegami) — w szczegdlnosci

aat/flnfdxdv:O (449)
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czyli zachowana jest tez entropia uktadu
Przyktad — bezzderzeniowy uktad grawitacyjny
0 0 0
of o 01

ot Yor " 9au (450)

gdzie przyspieszenie grawitacyjne g(z,t) = —0®/0x, a sam potencjal
0?P
Ox?

Rozwigzania r6znicowe ré6wnania Wtlasowa

Rownanie Wilasowa jest w istocie rownaniem adwekcji i mozemy je rozwia-

za¢ na siatce I x J z krokami Az, Av (i czasowym At) np. korzystajac ze
schematu Laxa

= 4drGmn(x) (451)

n 1 n n n n
it o= Z(fiJrl,j + ity T ) — (452)
At’Uj At . (I)?+1 _ (I)lnfl

2Aac( ﬁrl’j B le’j) + 2Av 2Ax <fiT’Lj+1 B ;’Ljfl)

po kazdym kroku czasowym trzeba policzy¢ nowy potencjat, najpierw rozktad
masy

mptt = mz S Aw (453)
j
i sam potencjal z réwnania Poissona
Ol — 207 + @M = AnGm It (Ax)? (454)
dla zapewnienia stabilnosci potrzeba, zeby
A
At< 22 (455)
Umax
ale i wzdtuz osi predkosci
A
At < =Y (456)
gmax
gdzie
CI)?—H _ (I)Zn_—i-l
Jmax — IMax +12A7$ L (457)
poniewaz g ~ 4rGmnAx to ostatecznie
A 1
(Ar? < =2 (458)

Umax 4mGmn
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Klasyczna dynamika cieczy

Celem jest opis uktadu wielu cial przy pomocy funkcji ciagtych. Na poziomie
molekularnym zderzenia czastek zachodza tak czesto, ze mozna zalozyé¢ lo-
kalng rownowage termodynamiczng. W dowolnym punkcie mozemy zatozy¢,
ze czastki maja rozktad (przynajmniej bliski) Maxwella i mozna ten rozktad
opisa¢ predkoscia w uktadzie srodka masy i temperatury.

Zamiast funkcji rozktadu mozemy uzy¢ zmienne w przestrzeni konfiguracyj-
nej — gestos¢ p, predkos¢ v, temperature 7' (lub ci$nienie p, czy energie we-
wnetrzng €).

Roéwnania opisujace nasz uktad

dp
— +V.pv=0 459
g TV P (459)
0
ot
dpe
W‘FPV'U"FV'@SU:O (461)
i potrzeba je uzupeié¢ réwnaniem stanu
e=¢(p,p) (462)
np. dla gazu doskonatego
kT
€= =L (463)

m(y—1)  ply—1)

ostatnie rownanie mozemy tez przedstawi¢ w postaci zachowawczej

gt (pe + ;pv2> +V- <p5 + ;,0112 +p> v=20 (464)
Taki opis jest poprawny jesli §rednia droga swobodna pomiedzy zderzeniami
jest mata w stosunku do skali zmian gestosci, pedu i energii. Jesli tak nie jest,
to musimy wzia¢ pod uwage unoszenie pedu i energii przez czaski poprzez
dyfuzje.

Mozemy ten efekt uwzgledni¢ wprowadzajac tensor napiec lepkich w réwna-
nia opisujace ped

dpv

W%—V(pvv—i—p[—i—‘/)zo (465)
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1 energie 5
%%—(p[%—V):Vv—i—V-(psv—i—q):O (466)

gdzie strumieni przewodnictwa cieplnego ma postac
q=—rVT (467)

a tensor lepkosci opisuje przenoszenie pedu w ruchu $cinajacym i $ciskajacym
- 2
V=pu(Vv+ Vv — glv - v) (468)

przewodnictwo x i lepko$¢ p zaleza od czestosci z jaka zderzaja sie czastki,
wiec ogblnie moga zaleze¢ od lokalnej temperatury i gestosci.

Przy braku lepkosci i przewodnictwa cieplnego réwnania sa réwnaniami hi-
perbolicznymi i charakterystyczymi predkosciami w ukladzie sa predkosé
srodka masy v i predkos¢ dzwieku ¢ = \/7p/p, zatem uzywajac jawnych
schematow réznicowych musimy zadbaé, zeby

A

At <
[v] + ¢

(469)

Rozwigzanie r6znicowe w przypadku niescisliwym
Czesto energia przepltywu jest mata w poréwnaniu z energia wewnetrzna,
czyli przepltyw nie moze spowodowac¢ kompresji cieczy.

V-v=0 (470)
czyli
dp
0 471
7 (471)
réwnania znaczaco sie upraszczaja
0 1
a—: +v-Vou= —;Vp + vV (472)
gdzie v = u/p, oraz
V-v=0 (473)

Mozna wyeliminowaé ci$nienie biorac rotacje na pierwsze z réwnar, wprowa-
dzajac wirowos¢ cieczy

§=Vxuv (474)
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wtedy

czyli

Drugie rownanie mozemy ,zrealizowa¢” wprowadzajac funkcje pradu

wtedy
i stad

1 w koncu

9¢ _ 2
at+Vx(v-Vv)-uV§
9¢ _ o2
5 T Ve =vViE

v=V xW¥

Vx(VxU¥)=Vxuv=¢

V2 —V(V-0) = —¢

VA = —¢

(475)

(476)

(477)
(478)
(479)

(480)

W przypadku dwuwymiarowym mamy szczeg6lnie prosta sytuacje. Ruch od-
bywa si¢ w plaszczyznie (x,y), predkos¢ ma dwie sktadowe (v,,v,), a wiro-
wos¢ i1 funkcja pradu redukuja sie do pseudoskalarow

i pelny uktad rownan

9¢
ot

¢ = (0,0,9)
v = (0,0,7)
—40-VE = vV

VU = ¢
v = V x (Ve,)

stosujac np. schemat Laxa wykonujemy krok pomocniczy

n
Vi j+1

n
Uy j+1

n+1/2
i

n n ]'
(‘Iji,j+2 - ‘Iju) 2A
1

_< zn+1,j+1 - \Ij?—l,j-i-l) 2A

1 n n n n
1( ij T §¢+1,j+1 + fi—1,j+1 + fz’,j+2) -

At .
vai7j+1< i+1,5+1 i—l,j+1) -
At

Evy?,jﬂ( iz — i)
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rozwiazujemy rownanie Poissona

n+1/2 n+1/2 n 2 n+1/2 n 2 n+1/2
\IJZ;:-{ + quj—{ + \Pi:21,§+1 + ‘I’i:2,§—1 - 4\111—:_11; = —2A25i:1,g/' (484)

i krok gtowny

v = (W - w ) (185)
Wi = I
R o G U
A g -
At

Y V(f?ﬂ,jﬂ + ginfl,jJrl + gin+1,jfl + fz‘nijfl - 4&”3)
i ponownie réwnanie Poissona

U U O O — AU = A% (486)

2y

aby speti¢ warunek CFL

At < (487)
|V max
ponadto czlon dyfuzyjny wymaga
A2
At < = (488)
v

86



